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函数拟合

v 给定训练数据集𝒟 = 𝑥!, 𝑦! , 𝑥", 𝑦" , … , 𝑥#, 𝑦#

v 𝑥: 𝐷$维向量，𝑦: 𝐷%维向量

v 找到函数𝑓:ℝ&! → ℝ&"

v 最小化拟合误差ℒ = !
#
∑'(!# ℓ( 𝑦' , 𝑓(𝑥'))

v 函数包含某些未知参数𝒘

v 训练(training)：从数据集𝒟中学习得到模型𝑓（参数𝒘）

v 推理(inference)：根据模型𝑓为新的𝑥预测𝑦 = 𝑓(𝑥)
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

序
号 区域

房屋面
积
(x1)

离市中心
距离 (x2)

房屋总价
(Y)

1西城-金融街附近 60 2 900

2海淀-中关村 75 8 750

3顺义-中央别墅区 220 25 1100

4昌平-天通苑 80 20 400
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

v 模型y = w1 x1 + w2 x2 + c

v w1 = 3.5 w2 = -15    c = 700

序
号 区域

房屋面
积 (x1)

离市中心距
离 (x2)

房屋总价
(Y) 预测

1西城-金融街附近 60 2 900 880

2海淀-中关村 70 8 700 825

3顺义-中央别墅区 220 25 1100 1095

4昌平-天通苑 80 20 400 680

每平米单价 每公里惩罚 基础房价
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深度神经网络



Large Model Computing, Tsinghua University 5

神经元

h

x1 x2 xN
……

ℎ = 𝑔 $
!

𝑤!𝑥! + 𝑐

向量形式
ℎ = 𝑔 𝒘"𝒙 + 𝑐

𝑤#
𝑤$ 𝑤%

权重

weight

激活/输入

activation

偏置

bias

单个神经元可以完成线性回归
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激活函数

CHAPTER 6. DEEP FEEDFORWARD NETWORKS
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Figure 6.3: The rectified linear activation function. This activation function is the default
activation function recommended for use with most feedforward neural networks. Applying
this function to the output of a linear transformation yields a nonlinear transformation.
However, the function remains very close to linear, in the sense that is a piecewise linear
function with two linear pieces. Because rectified linear units are nearly linear, they
preserve many of the properties that make linear models easy to optimize with gradient-
based methods. They also preserve many of the properties that make linear models
generalize well. A common principle throughout computer science is that we can build
complicated systems from minimal components. Much as a Turing machine’s memory
needs only to be able to store 0 or 1 states, we can build a universal function approximator
from rectified linear functions.

175

整流线性单元Rectifier Linear Unit (ReLU)
𝑔 𝑧 = max{0, 𝑧}
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生物神经元

生物神经元 人工神经元

CHAPTER 6. DEEP FEEDFORWARD NETWORKS
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Figure 6.3: The rectified linear activation function. This activation function is the default
activation function recommended for use with most feedforward neural networks. Applying
this function to the output of a linear transformation yields a nonlinear transformation.
However, the function remains very close to linear, in the sense that is a piecewise linear
function with two linear pieces. Because rectified linear units are nearly linear, they
preserve many of the properties that make linear models easy to optimize with gradient-
based methods. They also preserve many of the properties that make linear models
generalize well. A common principle throughout computer science is that we can build
complicated systems from minimal components. Much as a Turing machine’s memory
needs only to be able to store 0 or 1 states, we can build a universal function approximator
from rectified linear functions.

175

Troyer T W, Miller K D. Integrate-and-fire neurons 
matched to physiological fI curves yield high input 

sensitivity and wide dynamic range[M]//Computational 
Neuroscience: Trends in Research, 1997. Boston, MA: 

Springer US, 1997: 197-201.
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神经元 = 组合特征捕捉器

地段

面积

神经元

权重

捕捉“地段好且面积大”概念

if (地段好 and 面积大)…

ReLU
𝒙,𝒘

>
𝜏

神经元

输入

权重
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全连接层（线性层）

h1

x1 x2 x3

h2 ℎ/ = 𝑔 $
!

𝑤/!𝑥! + 𝑐/

矩阵形式（输入为向量）
𝒉 = 𝑔 𝑾𝒙 + 𝒄

矩阵形式（输入为矩阵）
𝑯 = 𝑔 𝑿𝑾0 + 𝒄

N*C N*D D*C 1*C
N：数据

C：输出维度

D：输入维度

H X

W

=

*
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神经网络

ℎ!
(!)

x1 x2 xN
……

ℎ$
(!) ……

y

输入层

隐层

输出层

ℎ!
(%&!) ℎ$

(%&!) ……
隐层

深度

宽度

……

h1 = linear(x, w1)

h2 = linear(h1, w2)

…

y  = linear(hL-1, wL)

𝑓(𝑥;𝑊)

数据 模型

全连接神经网络（Fully-connected network）

多层感知机（Multi-layer perceptron，MLP）

前馈网络（Feed-forward network，FFN）
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

v 模型y = w1 x1 + w2 x2 + c

v w1 = 3.5 w2 = -15    c = 700

序
号 区域

房屋面
积 (x1)

离市中心距
离 (x2)

房屋总价
(Y) 预测

1西城-金融街附近 60 2 900 880

2海淀-中关村 70 8 700 825

3顺义-中央别墅区 220 25 1100 1095

4昌平-天通苑 80 20 400 680

每平米单价 每公里惩罚 基础房价
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

v 模型y = w1 x1 + w2 x2 + c

v w1 = 3.5 w2 = -15    c = 700

序
号 区域

房屋面
积 (x1)

离市中心距
离 (x2)

房屋总价
(Y) 预测

1西城-金融街附近 60 2 900 880

2海淀-中关村 70 8 700 825

3顺义-中央别墅区 220 25 1100 1095

4昌平-天通苑 80 20 400 680

5西城-金融街附近 200 2 4000 1370

每平米单价 每公里惩罚 基础房价
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

v 模型y = w1 x1 + w2 x2 + c

v w1 = 3.5 w2 = -15    c = 700

序
号 区域

房屋面
积 (x1)

离市中心距
离 (x2) 单价

房屋总价
(Y) 预测

1西城-金融街附近 60 2 15 900 880

2海淀-中关村 70 8 10 700 825

3顺义-中央别墅区 220 25 5 1100 1095

4昌平-天通苑 80 20 5 400 680

每平米单价 每公里惩罚 基础房价

单价受地段影响很大！
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例：线性回归

v 房产估价模型

v 特征x1:房屋面积

v 特征x2:与市中心距离

v 标签y：房产价格

v 基础房价 h1 = 5 * x1

v 核心城区溢价 h2 = ReLU(12 * x1 – 62 * x2)

v                 y = h1 + h2

序
号 区域

房屋面
积 (x1)

离市中心距
离 (x2) 单价

房屋总价
(Y) h1 h2 预测

1西城-金融街附近 60 2 15 900 300 596 896

2海淀-中关村 70 8 10 700 350 344 694

3顺义-中央别墅区 220 25 5 1100 1100 0 1100

4昌平-天通苑 80 20 5 400 400 0 680

h1

x1 x2

h2

y

有指向性的筛选出部分数据
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例：线性回归

y = 5 * x1 y = 17 * x1 – 62 * x2

两者取较大
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𝑤! , 𝑥 + 𝑐 ≥ 0

万有近似定理（Universal Approximation Theorem)

给定任意数据分布p(x)及连续函数f(x)，存在一族单隐层神经
网络，当网络宽度趋于无穷时，对(x, f(x))的拟合误差趋于0。

Cybenko G. Approximation by superpositions of a sigmoidal function[J]. Mathematics of control, signals and systems, 1989, 2(4): 303-314.

if input is x1 then output y1

if input is x2 then output y2

if input is x3 then output y3

……

𝑤
" , 𝑥 + 𝑐 ≥ 0

𝑤 #
, 𝑥
+
𝑐 ≥
0
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v 数值组成的网格

v 形状Shape [D_1, D_2, …, D_R] 

v 标量        []

v 3维向量      [3]

v 5*3矩阵      [5, 3]

v Transformer隐层  [128, 512, 768]

张量

R阶张量

R个轴（axis）
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v 多张量输入，多张量输出的函数

y1,y2,…,ym = f(x1,x2,…,xn)

v 逐元素加法  torch.add(x, y)

v 矩阵乘法   torch.dot(x, y)

v 转置     x.t()

v 奇异值分解  U, s, V = torch.svd(X)

v 全连接层   h = F.linear(input, weight, bias)

算子

F.linear

input weight bias

output
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v 神经网络模型的抽象

Ø 参数  Parameter

Ø 前向传播 forward

模块

class Linear:

    def __init__(self, in_features: int, out_features: int, bias: bool = True) :

        self.weight = Parameter(torch.empty((out_features, in_features)))

        if bias:

            self.bias = Parameter(torch.empty(out_features,))

        self.reset_parameters()    # 初始化参数

    def forward(self, input: Tensor):

        return F.linear(input, self.weight, self.bias)  # input @ self.weight.t() + self.bias
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统计机器学习
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v V面骰子🎲 𝑌~Categorical(𝒑)，概率𝑃 𝑌 = 𝑣 = 𝑝)

v 观测到了N次骰子投掷的结果𝒟 = 𝑦!, … , 𝑦#，其中𝑦' ∈ 1,… , 𝑉

v 问题：如何估计骰子自身的参数𝒑？

v 极大似然估计：给定参数𝒑，出现结果𝒟的概率为

𝑃 𝒟; 𝒑 =F
'(!

#

𝑝*# =F
)(!

+

𝑝)
,$

离散概率分布
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v V面骰子🎲 𝑌~Categorical(𝒑)，概率𝑃 𝑌 = 𝑣 = 𝑝)

v 观测到了N次骰子投掷的结果𝒟 = 𝑦!, … , 𝑦#，其中𝑦' ∈ 1,… , 𝑉

v 问题：如何估计骰子自身的参数𝒑？

v 极大似然估计：给定参数𝒑，出现结果𝒟的概率为

𝑃 𝒟; 𝒑 =F
'(!

#

𝑝*# =F
)(!

+

𝑝)
,$

v 负对数似然度（negative log-likelihood，NLL）

−log	𝑃 𝒟; 𝒑 = −I
)
𝑠) log 𝑝)

离散概率分布

v 独热（one-hot)编码

  𝑦 = 1      𝒚 = (1,0,0,0)

  𝑦 = 2      𝒚 = 0,1,0,0

  𝑦 = 3      𝒚 = 0,0,1,0

  𝑦 = 4      𝒚 = (0,0,0,1)

v 充分统计量

𝒔 =F
'(!

#
𝒚'

整数表示 坐标向量表示

各面计数
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v 极大似然估计：从所有可能的参数𝒑中找出现结果𝒟的概率最大者

min
𝒑
−log	𝑃 𝒟; 𝒑 = −D

%
𝑠% log 𝑝%

s. t.D
%&!

'
𝑝% = 1

v 拉格朗日乘子

ℒ = −D
%
𝑠% log 𝑝% + 𝜆 D

%

𝑝% − 1

v 求解
ℒ($
) =

𝑠%
𝑝%
+ 𝜆 = 0	 ⇒ 	 𝑝% = −

𝑠%
𝜆

D
%&!

'
𝑝% = 1	 ⇒ 	 −D

%

𝑠%
𝜆 = 1	 ⇒ 	 𝜆 = −D

%

𝑠%

⇒ 𝑝% =
𝑠%

∑* 𝑠*

极大似然估计
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v 问题：骰子的概率取决于条件𝒙，要估计的是条件概率𝑃(𝒚|𝒙)

v 例：天气预测

v 挑战：𝒙和𝒚之间关系可能很复杂

v 思路：利用神经网络建模

分类问题

𝑃 𝒚 =晴 𝒙) = 0.9
𝑃 𝒚 =雨 𝒙) = 0.1 𝑃 𝒚 =多云 𝒙) = 0.7 𝑃 𝒚 =雨 𝒙) = 0.9
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v 模型：𝑃 𝒚 𝒙 ~Categorical(𝒇(𝒙;𝒘))

v 𝒇：从x（D维）到p（V维）

v模型参数由概率向量p变成网络权重w

v负对数似然度−log	𝑃 𝒟;𝒘 = −∑' 𝑠' log 𝒇(𝒙;𝒘)'

v等等……哪里不太对？

分类问题
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v 模型：𝑃 𝒚 𝒙 ~Categorical(𝒇(𝒙;𝒘))

v 𝒇：从x（D维）到p（V维）

v模型参数由概率向量p变成网络权重w

v负对数似然度−log	𝑃 𝒟;𝒘 = −∑' 𝑠' log 𝒇(𝒙;𝒘)'

v 骰子🎲的概率p应该是归一化的，但神经网络的输出无法保证这点……

v 解决方法：手工归一化

分类问题

𝒇 𝒙;𝒘 = softmax 𝒈 𝒙;𝒘

神经网络

logits

softmax 𝐠 % = exp(𝑔%)/D
*

exp 𝑔*

概率

probability
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v 模型：𝑃 𝒚 𝒙 ~Categorical(𝒇(𝒙;𝒘))

v 𝒇：从x（D维）到p（V维）

v模型参数由概率向量p变成网络权重w

v负对数似然度−log	𝑃 𝒟;𝒘 = −∑' 𝑠' log 𝒇 𝒙;𝒘 ' = −∑' 𝑠'𝑔' 𝑥;𝑤 + 𝑁log∑( exp 𝑔((𝑥;𝑤)

v无解析最小值，需要用数值方法（AdamW）迭代求解……

v模型有什么用？

v采样：   给定x，产生𝑦~𝑝(𝑦|𝑥)

v概率计算： 给定x和y，计算𝑝(𝑦|𝑥)

交叉熵损失
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小结

数据分布
𝑝(𝑥, 𝑦)

样本
𝑥#, 𝑦# , 𝑥$, 𝑦$ …

模型分布
𝑝 𝑦 𝑥 ,

𝑝 𝑥 𝑦 , 𝑝(𝑥)

正问题：采样

逆问题：统计机器学习
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v学习概率分布𝑃(文档）

v P是 文档⟼ 0,1 的映射，给每篇可能的文档一个概率值

v如何把文档转换成模型能理解的形式？（最好是向量）

语言模型

我的家乡有一条清澈的小
河，鱼儿在水中嬉戏，河
边柳树轻轻摇曳。我和小
伙伴常在这里玩耍，快乐
无比。我爱我的家乡！

我滴家多有一条清彻见低的
小盒，鱼仔在水中自游自在
地嘻戏，河边柳树轻摇业。
我和小伙半常在这里晚要，
快乐比无。我哎我家多

䓷䓸䓹䓺䓻䓼䓽䓾䓿䔀䔁䔂
䔃䔄䔅䔆䔇䔈䔉䔊䔋䔌䔍䔎
䔏䔐䔑䔒䔓䔔䔕䔖䔗䔘䔙䔚
䔛䔜䔝䔞䔟䔠䔡䔢䔣䔤䔥䔦
䔧䔨䔩䔪䔫䔬䔭䔮䔯䔰䔱䔲

P=1e-100 P=1e-120 P=1e-500
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v如何把文档表示成向量？

分词（tokenize）

v 词汇表

Id 词

1 a

2 abandon

3000 day

10000 good

15000 It’s

50000 today

80000 .

100000 <EOS>

It’s a good day today.

(15000, 1, 10000, 3000, 50000, 80000)

注：该过程并不精确，实际分词的算法比此处复杂。

文字转整数

整数转独热

T行

（文档长度）

V列（词汇表大小）

Token

词元
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v如何建模长度可变，且最长可能可达128K，甚至1M的词元序列？

v长度可变：设计特殊词元<EOS>

v数据变为定长的词元序列(𝑥!, … , 𝑥))

v直接利用统计的手段建模𝑃(𝑥!, … , 𝑥))需要存储𝑉)个参数……

v 𝑉 = 10*, 𝑇 = 8192，则𝑉) ≈ 10+,,,,

序列建模

It’s a good day today. <EOS> <EOS> <EOS> <EOS> …

固定长度（如8192）
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v 思路：每次只预测一个词

v 𝑝 𝑥!, … , 𝑥- = 𝑝 𝑥! 𝑝 𝑥" 𝑥! …𝑝(𝑥-|𝑥!, … , 𝑥-.!)

v 把𝑇维分布的建模问题转换为𝑇个1维分布的建模问题

v 𝑝 𝑥' 𝑥/' = softmax 𝑔 𝑥/'

v P(x5 | “It’s a good day”) = …

v 采样

自回归模型（autoregressive model）

It’s a good day _______

Id 词 概率

1 a 1e-7

2 abandon 1e-7

3000 day 0.01

10000 good 0.0001

15000 It’s 1e-7

50000 today 1e-7

80000 . 1e-7

100000 <EOS> 1e-7
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Input: probability p

s = cumsum(p)              # 𝑠' = ∑01' 𝑝0

pos = rand() * s[-1]       # [0, ∑0(!# 𝑝0]

i = upper_bound(s, pos)    # min'	𝐬. 𝐭. 	𝑠' > pos

小知识：从离散分布中采样

🎲

P1 P2 P3 P4 P5 P6

区间上找随机位置[0, P1) [P1, P1+P2) [P1+P2, P1+P2+P3)


