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摘 要

摘 要

贝叶斯模型因其灵活的建模能力和稳定的学习表现使得它在人工智能及机器

学习领域中得到了广泛应用，而当前大数据环境的特征则为贝叶斯模型的学习过

程，即贝叶斯推理，带来了新的挑战和需求。多样的数据形式要求贝叶斯推理方法

可高效处理变量的流形结构，复杂的模型结构需要推理方法具有更强的近似灵活

性，繁重的后续任务要求推理方法的粒子高效性，而巨大的数据规模则需要推理

方法可高效利用推理时间和计算资源。另外，新的高效推理方法的设计与开发也

需要对现有种类繁多的方法其背后的根本原理和联系进行分析。而流形这一数学

概念因其具有包容性的定义、丰富多样的结构和对本质几何特征的描述，可为分

析和解决这些问题提供根本的视角和有力的工具。本文针对这些挑战和需求，利

用数据和模型的显式或隐式的流形结构，面向马尔可夫链蒙特卡罗（Markov chain
Monte Carlo, MCMC）及基于粒子的变分推理（particle-based variational inference,
ParVI）这两个贝叶斯推理的关键领域，为增强贝叶斯推理方法的高效性展开理论
和实践上的研究。具体贡献包括：

1. 提出了随机梯度测地线MCMC方法，使得针对流形变量的MCMC方法处
理大规模数据的时间效率有了本质提高；

2. 开发了黎曼-斯坦因变分梯度下降方法，提高了现有 ParVI方法的迭代效率，
并为处理流形变量的贝叶斯推理任务首次带来了兼具近似灵活性和粒子高效性的

ParVI方法；
3. 分析了 ParVI方法所依赖的假设，揭示了现有各 ParVI方法之间的联系，并

依此理论开发了两个新的 ParVI 方法以及可适用于所有 ParVI 方法的加速框架和
带宽选择方法，增强了 ParVI方法的算力效率和粒子高效性；

4. 建立了将一般MCMC方法描述为沃瑟斯坦空间上的流（flow）的统一理论
框架，系统地解释了现有各MCMC方法的行为机理，并将其与 ParVI方法建立了
一般性的联系，进而依此理论开发了两个新的 ParVI方法，提高了 ParVI方法的算
力效率和MCMC方法的粒子高效性。

关键词：贝叶斯推理；马尔可夫链蒙特卡罗方法；变分推理方法；微分流形；信息
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Abstract

Abstract

Bayesian models have drawn notable attention in artificial intelligence and machine
learning, for their flexible modeling ability and remarkable robustness in learning. Its
learning task, i.e. Bayesian inference, is faced with new challenges and requirements in
this Big Data era. The variety of data formats poses the demand for Bayesian inference
methods to efficiently tackle variables with manifold structures; powerful but complicated
models require a high approximation flexibility of inference methods; intense downstream
tasks need particle efficiency; and the immense amount of data asks inference methods for
efficiency in training time and computation resource. Moreover, designing and develop-
ing new inference methods also require a clear knowledge on the fundamental principles
of and relations among various existing methods. On the other hand, the mathematical
concept of manifold could provide a fundamental perspective and powerful tools for these
problems, thanks to its inclusive definition, rich structures and reflection on the intrinsic
geometry of a space. In addressing all these challenges and requirements on the efficiency
of inference methods from various aspects, we present in this thesis a study on enhancing
the efficiency of Bayesian inference methods for both theoretical and practical concerns,
by utilizing the explicit or implicit manifold structures of data and models. The study fo-
cuses on the two vital fields in Bayesian inference of Markov chain Monte Carlo (MCMC)
and particle-based variational inference (ParVI). In this thesis, the main contributions are
highlighted in the following.

1. We propose stochastic gradient geodesic MCMC methods, so that we substantially
improve the time efficiency of manifold-variable-targeted MCMC methods for processing
large scale data sets.

2. We develop Riemannian Stein variational gradient descent methods, which on
one hand enhance the iteration efficiency of existing ParVI methods, and on the other
hand introduce the first ParVI method for manifold variable inference tasks, with both
approximation flexibility and particle efficiency.

3. We make a theoretical analysis on the assumptions that ParVI methods are based
on, which also reveals the relation between existing ParVI methods and inspires two new
ParVI methods. For all ParVI methods in practice, we propose an acceleration framework
and a bandwidth selection method based on the theory, so that the computation efficiency

II



Abstract

and particle efficiency of ParVI methods are further improved.
4. We propose a unified theoretical framework for describing general MCMC meth-

ods as flows on the Wasserstein space, which systematically explains the behavior of exist-
ing MCMC methods, and bridging general MCMC methods with ParVI methods. Based
on the theory, we develop two novel ParVI methods that improve the computation effi-
ciency of ParVI methods, and enhance the particle efficiency of MCMC methods.

Key Words: Bayesian inference; Markov chain Monte Carlo; variational inference; dif-
ferential manifold; information geometry
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主要符号对照表

BLR 贝叶斯逻辑回归模型（Bayesian logistic regression）
BNN 贝叶斯神经网络（Bayesian neural network）
fGH流 纤维梯度哈密顿流（fiber-gradient Hamiltonian flow）
fRP流形 纤维黎曼-泊松流形（fiber-Riemannian Poisson manifold）
GFSD 平滑密度的梯度流方法（gradient flow with smoothed density）
GFSF 平滑函数的梯度流方法（gradient flow with smoothed functions）
GMC 测地线蒙特卡罗方法（geodesic Monte Carlo）
gSGNHT 测地线随机梯度诺泽-胡佛恒温器方法（geodesic stochastic gra-

dient Nosé-Hoover thermostats）
HE方法 热方程带宽选择方法（heat equation bandwidth selection method）
HMC 哈密顿蒙特卡罗（Hamiltonian Monte Carlo）
KL散度 库尔贝克-莱布勒散度（Kullback-Leibler divergence）
KSD 核化斯坦因差异量（kernelized Stein discrepancy）
LD 郎之万动力学系统（Langevin dynamics）
LDA 隐式狄利克雷分配模型（latent Dirichlet allocation）
MCMC 马尔可夫链蒙特卡罗（Markov chain Monte Carlo）
MH 梅特罗波利斯-海斯廷斯方法（Metropolis-Hastings method）
MMS 最小移动量框架（minimizing movement scheme）
ModVI 基于模型的变分推理（model-based variational inference）
ParVI 基于粒子的变分推理（particle-based variational inference）
PO 粒子优化方法（particle optimization method）
pSGHMC-det 基于粒子使用等价确定性动力学系统模拟的随机梯度哈密顿蒙

特卡罗方法（particle-based stochastic gradient Hamiltonian Monte
Carlo with equivalent deterministic dynamics）

pSGHMC-fGH 基于粒子使用 fGH 流模拟的随机梯度哈密顿蒙特卡罗方法
（particle-based stochastic gradient Hamiltonian Monte Carlo with

fGH flow）
RAG 黎曼加速梯度方法（Riemannian accelerated gradient）
RKHS 再生核希尔伯特空间（reproducing kernel Hilbert space）
RKSD 黎曼-核化斯坦因差异量（Riemannian kernelized Stein discrep-

ancy）
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RNes 黎曼-涅斯捷洛夫方法（Riemannian Nesterov’s method）
RSVGD 黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（Riemannian Stein variational gra-

dient descent）
SAM 球面混合模型（spherical admixture model）
SGGMC 随机梯度测地线蒙特卡罗方法（stochastic gradient geodesic

Monte Carlo）
SGHMC 随机梯度哈密顿蒙特卡罗方法（stochastic gradient Hamiltonian

Monte Carlo）
SGLD 随机梯度郎之万动力学系统（stochastic gradient Langevin dynam-

ics）
SGNHT 随机梯度诺泽-胡佛恒温器方法（stochastic gradient Nosé-Hoover

thermostats）
SSI 对称分解积分器（symmetric splitting integrator）
SVGD 斯坦因变分梯度下降方法（Stein variational gradient descent）
VI 变分推理（variational Inference）
WAG 沃瑟斯坦加速梯度方法（Wasserstein accelerated gradient）
WNes 沃瑟斯坦-涅斯捷洛夫方法（Wasserstein Nesterov’s method）

A 流形上的外微分式，k-形式（exterior differential form, k-form）
A 一般化斯坦因算符（generalized Stein’s operator）
A k(M ) 流形M 的 k-形式空间（the space of k-forms on manifold M）

a, b（上下标） 张量的分量指标（indices for tensor components）
a, b 模型参数（model parameters）
Bt(x) 标准布朗运动（standard Brownian motion）
B 巴伯生成器（Barbour’s generator）
Bern(θ) 伯努利分布（Bernoulli distribution）
C 一般对称正定矩阵，正实数（a general positive-definite matrix, a

positive real number）
C ∞(M ), C∞(M ) 流形M 上的光滑向量值（标量值）函数空间（the space of vector-

valued (scalar-valued) functions on manifold M）

C ∞
c (M ), C∞

c (M ) 流形M 上的具有紧致支撑集的光滑向量值（标量值）函数空

间（the space of compactly-supported vector-valued (scalar-valued)
functions on manifold M）

c 非负标量值函数，模型参数（non-negative scalar-valued function,
model parameter）
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const 公式中出现的常数（constant）
D MCMC 动力学系统的扩散矩阵（diffusion matrix of an MCMC

dynamics）
D , D̃ 数据集，其随机选取的子数据集（data set, its randomly selected

subset）
Dir(α) 狄利克雷分布（Dirichlet distribution）
d 函数的微分，k-形式的外微分（differential of functions, exterior

differential of k-forms）
d（上下标） 数据集中数据点的指标（index for data points in a data set）
d(·, ·) 距离函数（distance）
dW (·, ·) 沃瑟斯坦距离（Wasserstein distance）
div 黎曼流形上向量场的散度（divergence of a vector field on a Rie-

mannian manifold）
Eq[f ] 关于分布 q 函数 f 的期望（expectation of function f wrt. distri-

bution q）
Expx(v) 黎曼流形上的指数映射（exponential map on a Riemannian mani-

fold）
exp 实数上的指数函数（exponential function on real numbers）
expm 矩阵的指数映射（exponential map for matrices）
Ft(x) 流形上的流（flows on a manifold）
F ,H 沃瑟斯坦空间上的函数（functions on Wasserstein space）
Ff ,Hh 沃瑟斯坦空间上的线性函数（linear functions on Wasserstein

space）
F 纤维丛的公共纤维空间（the common fiber of a fiber bundle）
f, h 一般函数（general functions）
G, (gij) 坐标系中的黎曼度量矩阵（Riemannian metric matrix in a coordi-

nate space）
G 目标函数（objective function）
G C ∞

c (M ) 经核函数平滑后的空间（the space of kernel-smoothed
C ∞
c (M )）

g 黎曼结构（Riemannian structure）
g̃ 纤维黎曼结构（fiber-Riemannian structure）
grad 黎曼流形上函数的梯度（gradient of a function on a Riemannian

manifold）
gradfib 纤维黎曼流形上函数的纤维梯度（fiber-gradient of a function on
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a fiber-Riemannian manifold）
H MCMC动力学系统的确定性漂移部分的向量场（the vector field

of the deterministic drift part of an MCMC dynamics）
H 哈密顿量（Hamiltonian）
H 再生核希尔伯特空间（reproducing kernel Hilbert space）
Im m×m维单位矩阵（(m×m)-dimensional identity matrix）
Ik k阶第一类修正贝塞尔函数（modified Bessel function of the first

kind in order k）
I ,J 流形上的子集（subsets on a manifold）
i, j, k, l（上下标） 张量的分量指标，有限集中元素的指标（indices for tensor com-

ponents, indices for elements in a finite set）
id 单位映射（identity map）
J 嵌入映射的雅可比矩阵（Jacobian of an embedding map）
J 目标函数（objective function）
Jacϕ 映射 ϕ的雅可比矩阵（Jacobian of map ϕ）
K 核函数（kernel）
KL(q||p),KLp(q) 分布 q关于分布 p的库尔贝克-莱布勒散度（Kullback-Leibler di-

vergence of distribution q wrt. distribution p）
k 迭代步数，离散参数（iteration count, discrete parameter）
L 有限集大小（size of a finite set）
L 函数空间上的线性映射（linear map between function spaces）
L 拉格朗日量（Lagrangian）
L 2

q (M ), L2
q(M ) 流形M 上的关于分布 q 二次可积的向量值（标量值）函数空

间（the space of 2nd-order q-integrable vector-valued (scalar-valued)
functions on manifold M）

ℓ,m, n 空间维度（dimensions of spaces）
M 一般矩阵（a general matrix）
M 一般流形（a general manifold）
M 费舍尔信息矩阵（Fisher information matrix）
max · argmax,min · argmin 目标函数最优值与最优变量的数乘（the scalar product

of the optimal value and the optimal argument）
N 有限集大小（size of a finite set）
N (λ,Σ) 高斯分布（Gaussian distribution）
O 大 O 记号（渐进上界记号）（big O notation (asymptotic upper

bound)）

X



主要符号对照表

o 小 o 记号（渐进非紧上界记号）（small o notation (asymptotic
non-tight upper bound)）

P(M ) 流形M 上的分布空间（the space of all distributions on manifold
M）

P2(M ) 流形M 上的沃瑟斯坦空间（Wasserstein space on manifold M）

PH (M ) 用来解释 SVGD的由核函数定义结构的分布流形（the manifold
for explaining SVGD with structure defined by a kernel）

P 正交补空间的标准正交基所构成的矩阵（the matrix of orthonor-
mal basis of an orthogonal complement）

p 目标分布，后验分布（a target distribution, posterior distribution）
Q MCMC动力学系统的卷曲矩阵（curl matrix of an MCMC dynam-

ics）
q 一般分布，变分分布（a general distribution, variational distribu-

tion）
q̂ 经验分布（empirical distribution）
q̃ 平滑经验分布（smoothed empirical distribution）
qt 连续演化的分布，分布曲线（continuously evolving distribution,

distribution curve）
R 实数集（real numbers）
Rm m维欧氏空间（m-dimensional Euclidean space）
r, s 余切向量，动量，辅助变量（cotangent vectors, momentums, aux-

iliary variables）
Sm m维超球面（m-dimensional hypersphere）
T 乘积流形重数，SAM模型的话题数（order of product manifold,

number of topics of SAM）
TM , T ∗M 流形M 的（余）切丛（(co)tangent bundle of manifold M）

TxM , T ∗
xM 流形M 在点 x处的（余）切空间（(co)tangent space of manifold

M at x）
T ρ
q 从分布 q到分布 ρ的最优传输映射（optimal transport map from

distribution q to distribution ρ）
T#q 分布 q 在可测映射 T 下的前推（push-forward of distribution q

under measurable map T）
T (M ) 流形M 上的向量场空间（space of vector fields on manifold M）

t 时间，连续标量参数（time, continuous parameter）
U, V 向量场（vector fields）
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U 沃瑟斯坦空间上的纤维梯度哈密顿流（fGH流）（fiber-gradient
Hamiltonian flow on Wasserstein space）

u, v 切向量，速度（tangent vectors, velocities）
Vf 一般流形上以 f为哈密顿量的哈密顿向量场（Hamiltonian vector

field with Hamiltonian f on general manifolds）
VF 沃瑟斯坦空间上以 F 为哈密顿量的哈密顿向量场（Hamiltonian

vector field with Hamiltonian F on Wasserstein spaces）
vMF(λ, κ) 冯·米塞斯-费舍尔分布（von Mises-Fisher distribution）
W MCMC动力学系统的等价确定性向量场（equivalent determinis-

tic vector field of an MCMC dynamics）
w 核函数的带宽（kernel bandwidth）
X 数据变量，数据集（data variable, data set）
X 向量场空间的线性子空间（linear subspace of the space of vector

fields）
x, y, z 空间上一般的点或其坐标（general points on a space, or their co-

ordinates）
x̃, ỹ 点的坐标（coordinates of points）
x̃i, xi 点 x坐标的第 i个分量（the i-th component of the coordinate of x）
x(i) 有限集中第 i个元素（the i-th element in a finite set）
Y 数据响应变量（如类别等）（response variable (e.g. labels)）
Z 隐变量，目标变量（latent variable, target variable）
Z 隐空间（latent space）

α 模型参数（model parameter）
β 模型参数，SAM模型的话题变量（model parameter, the topic vari-

able of SAM）
Γ(·) 伽马函数（Gamma function）
Γρ
q 从 q到 ρ的平行移动（parallel transport from q to ρ）
γt 一般流形上的曲线（curve on a manifold）
∆ 贝尔特拉米-拉普拉斯算符（Beltrami-Laplace operator）
δx(·) 集中在点 x处的狄拉克分布（测度）（Dirac distribution (measure)

concentrated on x）
δij, δ

i
j 克罗内克-德尔塔张量（Kronecker delta tensor）

ε 离散步长参数（discrete step size）
ζ 推导中所使用的向量场（vector field used in deductions）
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η 一般的（协变）张量（a general (covariant) tensor）
θ 模型参数，SAM 模型的话题配比变量（model parameter, topic

proportion variable of SAM）
ϑ 角度，一般向量（an angle, a general vector）
ι 线性空间之间的等距同构映射（isometric isomorphism between

linear spaces）
κ, λ 模型参数（model parameter）
Λ 有限维线性空间中的正交投影（orthogonal projection in a finite-

dimensional linear space）
µ, ν 流形切空间上的 k次外形式（exterior form of degree k on a tangent

space of a manifold）
Ξ 嵌入映射（embedding map）
ξ MCMC 方法的恒温器变量（thermostats variable of an MCMC

method）
Π 坐标空间中的子集（subsets in a coordinate space）
πq L 2

q (M )向沃瑟斯坦切空间 TqP2(M )的正交投影（orthogonal
projection of L 2

q (M ) onto the tangent space TqP2(M ) of Wasser-
stein space）

ϖ 纤维丛向其基空间的投影（projection of a fiber bundle onto its
base space）

ρ 一般分布，辅助分布（a general distribution, auxiliary distribution）
ϱ 二重乘积流形上的联合分布（joint distribution on a 2-fold product

manifold）
Σ 协方差矩阵（covariance matrix）
σ 排列，sigmoid函数，模型参数（permutation, sigmoid function,

model parameter）
ς 模型参数（model parameter）
τ SAM模型的话题变量下标（index for the topic variable of SAM）
Φ,Ψ 坐标映射（coordinate maps）
ϕ 变换，向量值函数（transformation, vector-valued function）
φ 标量值函数（scalar-valued function）
χ 流形上的二重向量场，泊松结构（bivector field on a manifold,

Poisson structure）
Ω 坐标空间中的子集（subsets in a coordinate space）
ω 流形上的体积形式（volume form on a manifold）
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⊤（上标） 矩阵转置（transpose of a matrix）
a · b 两实数乘积或两欧氏向量内积（the multiplication of two real num-

bers, or the common inner product of two vectors in an Euclidean
space）

× 两线性空间或两流形的直积（direct product of two linear spaces
or two manifolds）

◦ 两映射的复合（composition of two maps）
| · | 矩阵行列式，有限集大小（determinant of a matrix, size of a finite

set）
∥·∥ 赋范空间中的范数（默认为欧氏空间中的 2-范数）（norm of a

normed linear space (default is the 2-norm in an Euclidean space)）
∇ 欧氏空间中的梯度（gradient in Euclidean spaces）
∂i 函数的偏导数，切空间的基向量（partial derivative of a function,

basis vector of a tangent space）
∗ 函数的卷积（convolution of functions）
⟨·, ·⟩ 内积（inner product）
{·, ·} 泊松括号，泊松结构（Poisson bracket, Poisson structure）
⊗ 两张量的张量积，线性空间或流形的多重直积（tensor product of

two tensors, multi-folded direct product of a linear space or a mani-
fold）

∧ 外形式的外向积，楔积（exterior product, wedge product）
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第 1章 引言

第 1章 引言

本文所关心的任务是增强贝叶斯推理方法的高效性，以及利用数据和模型的

流形结构解决此任务的理论和方法。本章首先介绍贝叶斯模型和贝叶斯推理的概

念及其在当下应用环境中的重要意义，并强调贝叶斯推理当下所面临的高效性需

求，然后介绍利用流形结构增强贝叶斯推理方法高效性的独特价值和广阔前景，随

后对研究现状进行综述并提出仍需解决的具体问题，最后对本文工作内容及其所

解决的高效性需求进行概述。

1.1 研究背景

近年来，由信息科技产业方面带来的大规模数据以及深度学习等技术的成

功 [1-6] 引发了人工智能及机器学习领域在研究及应用上的迅猛发展。虽然深度学

习在处理这些大规模数据的实际任务中取得了令人瞩目的成功，但是当下实际任

务中不断浮现出的新需求也为深度学习和机器学习领域带来了新的挑战，例如抵

抗对抗样例（adversarial examples）[7]的干扰，进行鲁棒决策 [8-9]，实现小样本学习

（few-shot learning）[10]和元学习（meta-learning）[11-12]，提高模型可解释性（意味着

可靠性和可控性）[13]等。针对这些，历史悠久的贝叶斯模型（Bayesian models）因
其强大的建模能力，特别是将知识与数据结合的能力及其表现出的鲁棒性和避免

过拟合等优势，而在新时代依然受到人们的高度关注。结合深度学习的贝叶斯模

型可比传统深度模型有更好的表现 [14]，并且已经成功地在防御对抗样例攻击 [15]、

小样本学习 [16]和元学习 [17] 等方面取得喜人进展。

贝叶斯模型 不同于一般模型的是，贝叶斯模型是以概率性的方式来对数据的隐

含表示进行建模的，并以一个称为隐变量（latent variable）的随机变量 Z 表示。因

此在学习贝叶斯模型的过程中，便需要以概率性的方式来表示数据的隐含特征，即

需要进行贝叶斯推理。具体来说，一个贝叶斯模型可抽象为使用隐变量 Z 对数据

X进行建模的过程（可参见图 1.1）。贝叶斯模型依据经验观念或领域知识（domain
knowledge）为隐变量 Z 指定一个先验分布（prior distribution）p(Z)，并指定一个
基于给定隐变量产生数据X 的过程，即似然分布（likelihood distribution）p(X|Z)。
贝叶斯模型因此建立了隐变量与数据的联合分布 p(X,Z) = p(Z)p(X|Z)，其中体
现了数据与隐变量之间的关系，而对数据的建模则可由 p(X) =

∫
p(X,Z) dZ 给

出。
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第 1章 引言

图 1.1 贝叶斯模型结构及贝叶斯推理的概念和意义（部分取自 [18]）。

贝叶斯推理 在拿到一组数据之后，人们往往会关心一个贝叶斯模型可以从数据

中提取出来的知识，并希望得到一个可以更好匹配这组数据的贝叶斯模型。贝叶

斯推理（Bayesian inference）正是这些需求的核心任务。具体来说，贝叶斯推理这
个任务是要在给定一组数据X之后，求得隐变量的后验分布（posterior distribution）
p(Z|X)，因而它有时也被称为后验推理。一方面，后验分布体现了观测数据通过两

者之间的相关性对隐变量带来的更新（相较于先验分布），因此它通过隐变量表达

了数据所带来的知识。对于很多贝叶斯模型，隐变量往往就是人们所关心的量，例

如可反映文档数据特征的话题这个量 [19-22]（参见图 1.1），或是手写字符的笔画构
成 [16]，因而由后验分布所体现的隐变量信息便可满足人们对所关心量的需求。在

强化学习（reinforcement learning）领域中也有直接将动作（action）作为隐变量并
使用其后验分布进行决策的工作 [23]。对于另一些贝叶斯模型，隐变量虽然不会直

接向人们汇报数据的特征，但可通过在新数据点上进行预测 [14-15]、在新条件下给

出决策 [24-26] 或者生成新数据样例 [3,27-28] 等方式为人们服务。在这些任务中使用隐

变量的后验分布即可体现训练数据为这些任务所提供的信息。另一方面，在寻找

一个与数据更加匹配的贝叶斯模型时（例如寻找参数化似然分布 pθ(X|Z)的最优
参数 θ时）也需要进行贝叶斯推理。例如通过著名的期望最大化算法（expectation-
maximization algorithm, EM algorithm） [29] 寻找最优模型参数时，在其 E步即需要
求解关于后验分布的期望 [30-31]。

贝叶斯推理意义重大，但同时也是一个很难的任务。由贝叶斯公式，可以得知

后验分布可以表示为 p(Z|X) =
p(X,Z)

p(X)
=
p(Z)p(X|Z)

p(X)
，但对于一个一般的（即

非共轭的）贝叶斯模型，由于 p(X) =

∫
p(X,Z) dZ =

∫
p(Z)p(X|Z) dZ 通常无

法闭式（closed form）求得，因而其后验分布往往无法通过闭形式来表达，从而难
以在实际中使用。这种情况也被称为后验分布是不可行的（intractable）。为解决这
个问题，各种贝叶斯推理方法便从各自不同角度来估计后验分布。变分推理方法

2
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（variational inference, VI）是通过从一个可行的（tractable）分布族中选出与后验分
布最接近的分布作为对它的近似，其中“可行分布”是指此分布有密度函数的闭

形式，或者可以方便直接地从中采取样本。而蒙特卡罗方法（Monte Carlo）则希
望直接从后验分布中采样。由于一般后验分布的复杂性以及准确的后验密度函数

不可知等因素，蒙特卡罗方法通常会模拟一条以后验分布为平稳分布的马尔可夫

链（Markov chain）来近似采样，即马尔可夫链蒙特卡罗方法（Markov chain Monte
Carlo, MCMC）。这两类方法近年来取得了诸多令人瞩目的进展，并仍在活跃发展
中。

当下的大数据环境以及机器学习在更多更细粒度领域的广泛应用为贝叶斯推

理带来了新的高效性需求（可参见图 1.2）。首先，数据的多样性带来了处理流形数
据以及结构化数据的需求，而贝叶斯模型为更好地为这些数据建模，希望将其隐变

量取在一个特定的流形上。例如针对超球面（hypersphere）数据（每个数据点都是
一个具有单位长度的高维向量）的球面混合模型（spherical admixture model）[22]和

超球面变分自编码器（hyperspherical variational auto-encoder）[32]及类似模型 [33]也

将隐变量取在超球面上，针对具有树状结构数据的庞加莱变分自编码器（Poincaré
variational auto-encoder） [34] 及类似模型 [35-37] 将隐变量取在双曲空间（hyperbolic
space）[38]中，而针对矩阵补全（matrix completion）任务的贝叶斯矩阵补全方法 [39-41]

则将隐变量取在斯蒂菲尔流形（Stiefel manifold） [42-43] 上。对于这些模型进行贝

叶斯推理便要求推理方法能够高效处理具有流形结构的隐变量。其次，当下的贝

叶斯模型为提高建模能力，先验和似然的选取已不再限于成共轭关系的分布，而

会十分灵活多样，使得后验分布十分复杂，特别是与深度学习方法结合的一些模

型 [3,14]。更复杂的后验分布会使推理方法在取得合理结果时需要使用更多的资源，

例如需要更多的时间和算力才可收敛到复杂后验上，或者需要更多的存储空间保

存足够多的样本才能合理地近似复杂后验，甚至在使用样本用于后续任务时也需

要更多的时间和算力。因此推理方法需要进一步增强资源高效性以满足复杂模型

的实际需求。再次，为了实现复杂建模的目的，这些复杂模型也要求贝叶斯推理方

法能够很好地估计出后验分布的复杂情况，即要求推理方法具有更强的近似灵活

性（approximation flexibility）。最后，贝叶斯推理领域近来已涌现出非常多的新方
法，但是针对这些方法所基于的假设以及它们之间的联系等方面的分析尚属初步。

只有对这些方法有了充分理解并建立联系，才能清楚哪些方法有重复，而哪些方

面尚未探索，进而指导新的高效推理方法的开发。

利用流形结构的意义 针对贝叶斯推理所面对的这些挑战与高效性需求，流形

（manifold）这一数学概念及其相关理论可以提供有效的解决方案（可参见图 1.2）。
3
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图 1.2 贝叶斯推理面临的挑战与需求，并在其中利用流形结构的意义。

大致来说，流形是局部表现为某一欧氏空间的几何空间。一方面，这一概念可以

允许空间的扭曲与弯折，因而它比线性空间要广泛得多，而另一方面，流形上也

可以定义各种丰富的结构并可显式写为表达式，因而在流形上也可以进行各种分

析和计算。在贝叶斯推理中考虑流形结构，首先一种情况自然是需要处理流形隐

变量的贝叶斯推理方法。流形结构一方面为这些方法的开发给出了限定性的原则，

而另一方面流形自身的理论则可帮助这些推理方法更加高效地处理隐变量的流形

结构。例如流形嵌入空间中的结构可帮助MCMC方法提高对应马尔可夫链的模拟
效率 [44]。其次，流形及其结构可以在其坐标空间中“参数化”，也就是使用欧氏空

间中的坐标来表示，但无论是哪个坐标空间中的表达式，它所反映的都是同一个

流形的本质几何性质，而不会随坐标空间的不同而不同。与之形成对比的是，若

将欧氏隐变量 Z ∈ Rm视作似然分布 p(X|Z)的参数，则似然分布的不同参数化形
式将会产生不同的隐变量，进而会产生不同的推理过程。这些过程中有些可能会

收敛得快，而另一些则会收敛得慢。人们希望可以建立一种与参数化形式无关的

推理过程，进而可以从更加本质的角度提高推理方法的效率，而流形的观念正好

可以解决这个问题。为此，可以考虑所有似然分布 { p(X|Z) | Z ∈ Rm }所构成的
流形，将隐空间 Rm 视为此流形的一个坐标系，并用流形的结构来确定在 Rm 中

的推理过程。这就是信息几何（information geometry）方法 [45-47] 的思想。考虑信

息几何的方法已在实践中展现出了更高的迭代效率，例如著名的自然梯度（natural
gradient）方法 [47-51]。再次，为提高变分推理方法的近似灵活性，它所使用的可行

分布族应选为尽可能大的分布集合。而当可行分布族大到无法使用一个线性空间

来表示时，便只能以流形这个更广泛的概念来描述，即流形可行域的情况。沃瑟

斯坦空间（Wasserstein space）[52-54]便是一个例子。它大到可以包含隐空间上所有

方差有限的分布，但其丰富的结构仍然允许对应的变分推理方法得出可以实现的

算法 [55-57]，并取得比使用参数分布族更高的近似灵活性。最后，由于流形的概念

十分广泛，因而很多推理方法都有望在流形可行域的视角下统一起来，例如郎之
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万动力学系统（Langevin dynamics）[58-60]这个MCMC方法与一些基于粒子的变分
推理方法 [55-56] 都可被视作是对沃瑟斯坦空间上的梯度流这个过程的模拟 [56,61]。从

这个视角出发，人们便可研究这些推理方法的特性及其之间的联系，并启发更多

方法的设计。

基于这些论点，本文说明了流形结构可为贝叶斯推理所面临的高效性需求提

供分析问题的本质视角和解决问题的有力工具。而另一方面，贝叶斯推理高效性

的很多问题仍然没有得到解决，而利用流形结构这个观念仍然有广阔空间可以继

续挖掘。本文将深入研究通过流形结构来解决贝叶斯推理在当下环境所面临的高

效性需求。

1.2 研究现状

本节首先介绍一般贝叶斯推理方法的划分与发展，然后介绍利用流形结构的

贝叶斯推理方法，最后总结贝叶斯推理领域中仍然有待研究的问题。

1.2.1 一般贝叶斯推理方法

如上一节所提，贝叶斯推理方法可以划分为变分推理方法（variational inference,
VI）和马尔可夫链蒙特卡罗方法（Markov chain Monte Carlo, MCMC）。VI方法会从
一个可行分布族中找出与后验分布尽可能接近的分布作为对后验分布的估计。在

VI领域中，这个可行分布族中的分布又被称为变分分布（variational distribution）。
MCMC方法则会通过模拟一个合适的马尔可夫链从后验分布中采样。

基于模型的变分推理方法（ModVI） 经典的变分推理方法所使用的可行分布族通

常是一个参数分布族，或者称为统计模型，因而这类变分推理方法可称为基于模型

的变分推理方法（model-based variational inference, ModVI）。ModVI领域中有一大类
方法为隐变量 Z ∈ Rm 选取的变分分布是各维之间或者各子部分之间相互独立的，

使得变分分布可以写为一些因子乘积的形式，例如 q(Z) =
m∏
i=1

q(Zi)。这称为平均

场假设（mean-field assumption）。这些因子进一步被指数分布族（exponential family）
参数化，从而将推理问题变为参数优化问题。这类方法可见于各经典贝叶斯模型

的推理方法中 [19-22]，并可参见综述 [30,62]。这些方法依赖于被处理的模型的结构，
而近来一些方法 [63-64] 则通过将变分分布选为混合高斯分布（mixture of Gaussian）
使之可用于任一模型。另一类称为期望传播（expectation propagation, EP）[65]的推

理方法则借鉴独立同分布数据 D := {Xd}|D |
d=1 所对应的后验分布的形式 p(Z|D) ∝

5
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p(Z)

|D |∏
d=1

p(Xd|Z)，选择具有同样因子形式的变分分布 q(Z) ∝ q0(Z)

|D |∏
d=1

qd(Z)，并

逐个更新其中的每个因子。近年来，EP方法也得到了一些改进，以解决贝叶斯神
经网络的推理任务 [66-67]。在深度学习得到人们的关注之后，ModVI领域便引入了
由神经网络所描述的变分分布，例如变分自编码器（variational auto-encoder）[3]及

其变种 [68]。由于神经网络的强大拟合能力 [69-71]，使用神经网络的ModVI方法可比
传统方法有更强的近似灵活性。这些方法都是通过神经网络直接描述变分分布的

密度函数，而另有一些方法以使用神经网络生成样本的方式来表示变分分布，例

如标准化流（normalizing flows）方法 [72]及其变种 [73]。这些方法为实现计算，仍然

可以得到变分分布的密度函数，而近来出现的一些方法 [74-75] 通过密度比值估计的

手段抛弃了这个限制，从而得到更强的近似灵活性。

ModVI方法使用参数化形式来表示变分分布，并希望最小化与后验分布之间
的差别（通常以 KL散度（KL divergence）衡量），因此它们最终可表示为一个参
数优化问题。最常用而有效的优化方法是梯度下降方法（gradient descent），而在
此基础之上也有仍可保持一阶（即只使用梯度信息）但可收敛更快的加速方法，例

如波利亚克动量方法（Polyak’s momentum）[76]和涅斯捷洛夫加速方法（Nesterov’s
acceleration method） [77]。随着深度学习的兴起，优化领域近年来也得到了快速发

展，出现了很多新的优化方法 [78-80]。

基于粒子的变分推理方法（ParVI） ModVI方法使用参数化形式来表示变分分布，
而这终究会限制其近似能力。近年来出现的一类基于粒子的变分推理方法（particle-
based variational inference, ParVI）则使用变分分布的一组样本，或者称为粒子，来
表示此变分分布。它遵从变分推理方法的原理，即通过最小化与后验分布的差别

来更新变分分布，因而可以得到一个确定性的粒子更新规则。斯坦因变分梯度下

降方法（Stein variational gradient descent, SVGD）[81]是这类方法的典型代表。它是

通过在特定的函数空间中最大化 KL散度的减小率来得到粒子更新规则的。其后
出现了 SVGD的各变种 [55,82-84] 以及基于沃瑟斯坦空间上梯度流而开发的 w-SGLD
和 Blob方法 [56]。与MCMC方法类似，ParVI方法使用的是粒子这样一种非参数化
形式，而只要使用更多的粒子它们便可取得更强的近似灵活性。另外，近来也有工

作表明它们具有渐进准确性 [85]，即当所使用的粒子数趋于无穷时其近似结果是准

确的。这些是 ParVI方法相较ModVI方法的优势。而它们所遵从的优化原理和确
定性更新规则使得 ParVI的迭代效率比MCMC方法更高，并且由于它们直接考虑
和利用了粒子间相互作用，使得它们相较MCMC方法具有更强的粒子高效性，亦
即达到相同的近似效果只需要使用更少的粒子。这意味着推理结果可节省更多的

6
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表 1.1 三类贝叶斯推理方法的比较。

推理方法 ModVI ParVI MCMC

渐进准确性 无 有 有
近似灵活性 有限 无限 无限
迭代有效性 强 强 弱
粒子高效性 （不适用） 强 弱

存储空间，并且在使用推理结果（通常是计算各粒子所给出的目标量的均值）时

可节省更多的算力和时间。

马尔可夫链蒙特卡罗方法（MCMC） 较早期的 MCMC 方法，例如梅特罗波利
斯（Metropolis）方法 [86] 和后来海斯廷斯（Hastings）对其改进 [87]，重要性采样

（importance sampling）[88-89]以及粒子滤波方法（particle filtering）[90]，都是基于取

舍提议样本（proposal）的方法。由于提议样本与当前样本通常会很靠近，而且被拒
绝的情况时有发生，因而这些方法的采样过程收敛很慢，并且样本之间具有很高

的自相关性（auto-correlation），粒子效率（或有效样本比例）很低。另外一类称为吉
布斯采样（Gibbs sampling）的方法 [91]通过不断地从各变量或变量的各维分量的条

件分布中交替采样以完成对整个目标分布的采样。由于这些条件分布相对容易进

行采样，因此它可适用于各种场景，例如话题模型的推理任务 [92-95]。但它所产生的

样本仍然十分靠近，所以它也面临着收敛慢和粒子效率低的问题。近年来得到迅

速发展的基于动力学系统（dynamics-based）的MCMC方法则可以利用信息量更加
丰富的后验分布对数梯度 ∇Z log p(Z|D)来构建一个合适的连续时间动力学系统，

从而在离散模拟中更快收敛，并产生自相关性更低的样本从而节省存储空间并减

轻后续任务的负担。郎之万动力学系统（Langevin dynamics, LD）方法 [58-59]是最早

的实例，而之后逐渐为人熟知的哈密顿蒙特卡罗（Hamiltonian Monte Carlo, HMC）
方法 [96-98] 则更加高效，因为它引入了动量这个辅助变量，可使提议样本在保持高

接受率的同时离开当前样本更远，这样便可以更快速地探索样本空间，从而加速

收敛并提高粒子效率。之后各种方法 [99-104]则进一步分析和改进了 HMC方法。由
于MCMC方法所模拟的马尔可夫链可保证以后验分布为平稳分布，因此它们都具
有渐进准确性的保证。一些特定的 MCMC方法也有可证的收敛阶分析，例如 LD
方法 [58,105-107]，HMC方法 [104,108-109]以及 HMC的变种 [110]。本文将主要考虑基于动

力学系统的MCMC方法，因此若无特别说明，MCMC方法均指这一类MCMC方
法。这三类贝叶斯推理方法的特点对比可参见表 1.1。
基于动力学系统的MCMC方法中有一类值得专门加以介绍，即具有可扩展性
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的随机梯度MCMC方法。注意到独立同分布数据D = {Xd}|D |
d=1对应的后验分布的

对数梯度为：

∇Z log p(Z|D) = ∇Z log p(Z) +
|D |∑
d=1

∇Z log p(Xd|Z),

因此对它的一次准确计算需要遍历一次整个数据集 D，而当数据集非常大时，此

计算代价是巨大的。为使MCMC方法具有可扩展性（scalability），即能够以亚线
性于数据规模 |D |的时间复杂度高效处理大规模数据，一个可行的方法是在每次
需要计算梯度时，转而在原数据集 D 的一个随机选出的具有固定大小的子数据集

D̃ 上进行对梯度的估计：

∇̃Z log p(Z|D) := ∇Z log p(Z) +
|D |
|D̃ |

∑
d∈D̃

∇Z log p(Xd|Z). (1-1)

由于子数据集 D̃ 具有随机性，因而此估计也是一个随机变量。这个估计便被称为

随机梯度（stochastic gradient）。一方面，随机梯度的计算代价可显著小于准确梯度
的代价，且随机子数据集大小 |D̃ |的选择对原数据集大小 |D |是不敏感的。因而可
以使用随机梯度的方法（只要保证可正确收敛）都可以实现可扩展性。另一方面，

随机梯度具有清楚的理论描述，这极大地方便了对使用随机梯度的方法的分析，使

这些方法的正确性和高效性有理论保证。具体地，由数据点 {Xd}|D |
d=1 的独立同分

布性质，当子数据集 D̃ 是均匀随机挑选而来时，可知随机梯度是准确梯度的无偏

估计。进一步由中心极限定理，可将随机梯度视作服从以准确梯度为期望的高斯

分布，因而可形式化地写出关系 ∇̃Z log p(Z|D) = ∇Z log p(Z|D)+N (0,Σ(Z))，其

中 N (0,Σ(Z))表示以 0为期望以 Σ(Z)为协方差矩阵的高斯分布。这两方面的好

处使得随机梯度已在机器学习领域中得到了广泛应用。它最早在基于优化的学习

任务中受到关注，其中最有名的优化方法是随机梯度下降方法（stochastic gradient
descent, SGD） [111]。随后，在贝叶斯推理领域，同样基于优化的ModVI方法中也
逐渐有了可使用随机梯度的方法 [30,67]。

而在 MCMC 领域中，随机梯度所带来的噪声却有可能从根本上破坏原动力
学系统的平稳分布。随机梯度 MCMC 方法最早由 Welling 等人 [60] 提出。他们在

LD的模拟过程中使用随机梯度，并将对应方法称为随机梯度郎之万动力学系统方
法（stochastic gradient Langevin dynamics, SGLD）。此方法之后被发现是可以在使
用小步长时直接使用随机梯度进行模拟的 [112-114]。但是对于 HMC方法，使用随机
梯度进行模拟则会带来根本性的问题 [115-116]，即无论后验分布如何，对应的模拟过

程的平稳分布会变得无限接近于均匀分布。为解决此问题，必须构造新的动力学
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系统。随机梯度哈密顿蒙特卡罗方法（stochastic gradient Hamiltonian Monte Carlo,
SGHMC） [115] 为原来的哈密顿动力学系统加入了随机扩散项以及用来平衡随机梯

度噪声影响的摩擦力项，使所得动力学系统在使用随机梯度时仍然可以正确采样。

随后，SGHMC 方法被不断地加以改进 [103,117-118]，其中值得一提的是随机梯度诺

泽-胡佛恒温器方法（stochastic gradient Nosé-Hoover thermostats, SGNHT）[119]。它

为 SGHMC动力学系统引入了恒温器变量（thermostats），使得摩擦力项可以更好
地匹配随机梯度噪声以抵消其扰动，从而提高采样效率。最后，Ma等人 [120] 为这

些MCMC方法的动力学系统给出了一个统一的完备表示形式，特别是这一形式中
的动力学系统都可以后验分布为平稳分布。至于 ParVI方法，由于它们也是基于优
化的方法，并且与 LD具有紧密的联系 [55-56,85]，因而通常都可以直接使用随机梯度

进行模拟。

1.2.2 利用流形结构的贝叶斯推理方法

如上一节所述，在贝叶斯推理方法中结合流形的观念可以应对当前环境所带

来的高效性需求。本节将按照利用流形结构的方式分别介绍现有研究工作。

流形自身理论 ModVI方面，各模型通常使用流形上的可行分布来构造基于平均
场近似的方法 [22,33]，或者通过流形的坐标表示来使用基于神经网络的方法 [32,34]。对

于前者，推理问题往往会被转化为流形上的优化问题。在此方面，基于（随机）梯度

下降的方法 [121-122]及其一阶加速方法 [123-124]均已被开发。MCMC方面，Brubaker等
人 [125] 考虑了以欧氏空间中的限制形式而定义的流形上的采样，而 Byrne等人 [44]

则考虑在流形的嵌入空间中进行采样。这两个方法都可以处理没有全局坐标系的

流形，例如超球面。此外也有一些针对特定流形而开发的MCMC方法 [41,126]。上述

MCMC方法均基于哈密顿动力学系统。

信息几何 信息几何的思想和技术最先在ModVI领域得到应用，因为求解对应优
化问题可以方便地使用自然梯度 [47]。近年来，自然梯度也在基于随机子数据集的

ModVI方法 [30]、针对深度模型的快速实现 [48-50]以及利用沃瑟斯坦空间几何结构 [51]

等方面取得发展。考虑信息几何的MCMC方法则都是基于在似然分布流形上进行
采样的思想而开发的，最典型的代表是黎曼流形郎之万动力学系统方法（Riemann
manifold Langevin dynamics）和黎曼流形哈密顿蒙特卡罗方法（Riemann manifold
Hamiltonian Monte Carlo） [127]。这两个方法的改进方法 [128] 和随机梯度版本 [18,120]

也已被考虑。需要注意的是这些MCMC方法也可用于隐变量处在一个具有全局坐
标系的流形上的情况。

9
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流形可行域 由于 ParVI方法使用粒子这样十分一般化的方式来代表变分分布，因
此对 ParVI方法所使用的可行域（变分分布族）的分析需要考虑十分广泛的分布
空间，而这通常是一个流形。Liu [85] 首先从此角度出发分析了 SVGD方法，发现
它可看作是对 Rm上的一个由核函数（kernel）定义的分布流形PH (Rm)上 KL散
度的梯度流进行模拟的过程，即在此分布流形上最小化 KL散度的过程。随后出
现的 w-SGLD方法和 Blob方法则是从模拟 Rm 上的沃瑟斯坦空间P2(Rm)上 KL
散度的梯度流的角度而开发的。这些理解为 ParVI方法的原理分析与技术改进打
下了基础。而另一方面，MCMC领域中的 LD方法也被识别为是对沃瑟斯坦空间
P2(Rm)上梯度流的模拟 [61]，从而与 ParVI方法建立了联系。

1.2.3 有待研究的问题

综上所述，利用流形结构的贝叶斯推理方法已经取得了令人瞩目的进展，但

贝叶斯推理中仍然有很多高效性的需求还未得到满足，并且利用流形结构的实践

尚处初步，仍然有很多方向值得探索从而满足这些高效性需求。

第一，目前仍然没有可以高效处理大规模数据的流形隐变量MCMC方法。现
有的针对流形隐变量的MCMC方法都是基于哈密顿动力学系统的，而它却与随机
梯度不相容，因此这些方法都不具有可扩展性。虽然针对信息几何而开发的MCMC
方法可以用于隐变量所在流形具有全局坐标系的情况，但现实中仍然有一大类模

型无法满足此要求，例如隐空间为超球面的模型 [22,32-33]。这些模型在处理大规模

数据集时，尚无高效的 MCMC方法，而现有的 ModVI方法则由于其有限的近似
灵活性，往往无法取得很好的结果。这些因素掩盖了这类模型的优势。

第二，流形隐变量方面仍然没有近似灵活性强且粒子高效的推理方法，并且

ParVI方法也会受模型参数化形式的影响而无法快速收敛。针对流形隐变量，虽然
有一些近似灵活性强的MCMC方法，但它们的粒子高效性仍然有限，而具有粒子
高效性的 ParVI方法则尚不可处理流形变量。ParVI方法目前也无法利用信息几何
方法达到与参数化形式无关的收敛速度，影响了它们在实际应用中的表现。

第三，ParVI 方法所做的假设及其之间的关系尚不清晰，且它们仍然没有
充分利用梯度信息。虽然现有工作已经将一些 ParVI 方法识别为对分布流形
PH (Rm) [85] 或沃瑟斯坦空间 P2(Rm) [56] 上 KL 散度的梯度流的模拟，但仍然有
很多问题尚不清晰，例如这两个流形上的梯度流的关系，各 ParVI方法使用有限多
个粒子对梯度流模拟时是否对变分分布做了假设，这些可能的假设之间的关系以

及是否可能摆脱这些假设等问题。这些问题关系到人们对 ParVI方法的认识，包括
与其他方法对比的优势与劣势，适用场景，影响 ParVI方法性能的关键因素，以及
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表 1.2 现有贝叶斯推理方法总结及本文主要贡献

推理
方法

ModVI
ParVI MCMC

常规方法 加速方法 常规方法 随机梯度方法

一般
方法

[3,19-21,
30,62-
68,72-
80,111]

SVGD [81,85]，w-SGLD/Blob [56]，
[55,82-84]，
第 5章：GFSD/GFSF，
第 6章：pSGHMC

第 5章

LD ([58-
59,105-
107])，
[86-91,96-
104,108-
109]

SGHMC
([110,115])，
[60,103,112-
114,116-120]

利
用
流
形
结
构
的
方
法

流形
自身
理论

[22,32-
34,121-
124]

第 4章：RSVGD
[41,44,
125-126]

第 3章

信息
几何

[30,47-
51]

第 4章：RSVGD [127-128] [18,120]

流形
优化
域

• [85]：SVGD模拟PH (Rm)上的梯度流；
• [56]：w-SGLD/Blob模拟P2(Rm)上的梯
度流；
•第 5章：SVGD/w-SGLD/Blob/GFSD/GFSF
通过平滑性假设模拟P2(Rm)上的梯度流；
• 第 6 章：RSVGD 模拟 P2(M ) 上的梯度
流，pSGHMC模拟P2(Rm)上的 fGH流

• [61]：LD模拟P2(Rm)

上的梯度流；
• 第 6 章：任一 MCMC
方法模拟 P2(M ) 上的
fGH流，其中M 是一个
fRP流形

• [56]：w-SGLD/Blob与 LD等同；
•第 5章：SVGD/GFSD/GFSF与 LD等同；
•第 6章：任一MCMC方法都可有一个与之等同的 ParVI方法，特
别地，pSGHMC与 SGHMC等同

开发新 ParVI方法所需遵循的原则等。而另一方面，优化领域中已经发现，只需要梯
度信息的方法可以具有比梯度流模拟更快的收敛速度，即一阶加速方法 [76-77,123-124]。

但目前的 ParVI方法则都是基于梯度流模拟的方法，因此尚未充分利用梯度信息，
而计算梯度正是计算代价的主要来源。这影响了 ParVI方法在实际中利用计算资
源的效率。

第四，一般MCMC动力学系统的行为及其与 ParVI方法的关系尚不清晰，且
一般MCMC方法尚无粒子高效的模拟方法，而 ParVI方法中也缺乏更有效率的动
力学系统。LD已被发现是沃瑟斯坦空间P2(Rm)上 KL散度的梯度流 [61]，这一关

键发现使得它的收敛行为可以得到深入挖掘 [106-107]，并且也可以与 ParVI方法建立
起对应关系 [56]。但对于其他众多的MCMC方法，目前却还没有类似的认识。这限
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图 1.3 本文各章研究内容所关注对象和利用流形结构的方式及其所解决的高效性需求。

制了人们对MCMC方法行为的认识，包括保证它们收敛的因素，以及面对随机梯
度时的不同表现（例如 LD可直接使用而 HMC则无法使用）。另外，这也制约了
除 LD外的其他 MCMC方法与 ParVI方法建立联系，使得其他 MCMC方法尚无
具有更强粒子高效性的 ParVI形式的模拟方法。而从 ParVI方法的角度来看，目前
方法只对应着MCMC方法中 LD这一种动力学系统，而其他比 LD更高效的动力
学系统（例如 SGHMC，SGNHT等）则无法在 ParVI领域发挥优势，从而影响了
ParVI方法利用计算资源的效率。
本文接下来将针对这些问题提出具体的解决方案或理论分析。本节所提的相

关文献组织在表 1.2中，其中也列出了本文主要贡献，以便对比。

1.3 研究内容及主要贡献

针对上述贝叶斯推理方法仍然面临的高效性需求，本文将深入挖掘利用流形

结构的思想和技术，从使用流形自身的理论和方法、结合信息几何技术以及流形

可行域观念等三个方面出发，进一步提高各推理方法处理流形隐变量的能力、资

源高效性以及近似灵活性，并对各推理方法的基础、行为和联系进行全面的分析

和理解。本文所提理论具有一般性和统一性的优势，使得所做分析和所得结论可

推广至一般方法，并可将各特定方法建立联系，以及启发新的统一分析和新方法

的开发。本文所提方法都具有坚实的理论基础和明晰的直觉，并可有效解决当前

环境所带来的高效性需求。主要研究内容根据所关注对象和利用流形结构的方式

的不同而分为四个部分，如图 1.3所示。各部分研究工作的主要贡献由表 1.3概述，
并由表 1.2进行了与已有工作的对比。
第一部分（第 3章）提出了随机梯度测地线MCMC方法，通过使用流形嵌入

技术和随机梯度，提高了处理流形隐变量的MCMC方法的可扩展性，增强了其处
理大规模数据的时间高效性。为保证使用随机梯度时 MCMC 动力学系统的正确
性，本文根据Ma等人 [120]的完备表示形式对其进行设计。能够使用随机梯度可使
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表 1.3 本文各章贡献描述

章节 贡献描述

第 3章 提高处理流形隐变量的MCMC方法的可扩展性
第 4章 提高处理流形隐变量的方法的近似灵活性和粒子高效性，提高 ParVI方法的

迭代效率
第 5章 分析 ParVI方法所作假设及联系，提高 ParVI方法的迭代效率及粒子高效性
第 6章 分析 MCMC方法的行为及与 ParVI方法的联系，提高 MCMC方法的粒子

高效性，提高 ParVI方法的迭代效率

所得方法具有可扩展性，而流形嵌入技术的使用则可保证所得方法可适用于超球

面这类没有全局坐标系的流形。所提的两个方法分别是 SGHMC及 SGNHT在流
形隐变量任务中的推广，但这个推广不能依照直觉进行替换，而需要依照流形的

结构进行推导。另外，此部分也开发了使用所提两个方法解决球面混合模型的推

理任务的方法，而实验结果表明，使用所提MCMC方法可以取得显著优于ModVI
方法的结果，而其收敛速度则显著地快于所有可适用的MCMC方法。
第二部分（第 4章）提出了黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（表 1.2中 RSVGD

方法），使用流形自身的理论为 ParVI方法实现了处理流形隐变量的能力，从而为
处理流形隐变量的任务首次引入了同时具有近似灵活性和粒子高效性的方法，并

利用信息几何方法提高了现有 ParVI方法的迭代效率。此部分所提方法是将 SVGD
的思想用于流形上所开发的，可看作是 SVGD的推广。但经过分析，SVGD方法所
采用的一些技术不再适用于流形的情况，例如它在确定最优更新规则时所选择的

函数族不再能给出流形上所允许的解。为此，本文基于流形及核函数的理论，设

计了新的处理方法，得到了适合流形结构的方法。对于非流形隐变量，将此方法

用于似然分布流形上即可通过信息几何得到与隐变量参数化形式无关的高效算法，

而对于流形隐变量，为便于在超球面这类没有全局坐标系的流形上使用，本文也

推导出了此方法在流形嵌入空间中的表达式。实验结果表明，所提方法在非流形

任务上可取得比 SVGD更高的迭代效率，而在球面混合模型的推理任务上则可取
得优于MCMC方法（包括第一部分所提方法）的粒子高效性。
第三部分（第 5章）首先在理论方面，从沃瑟斯坦空间作为 ParVI方法可行域

的视角出发，揭示了各 ParVI方法使用有限多个粒子时所采用的近似和假设以及
它们之间的等价性，并依据此理论开发了两个新的 ParVI方法，然后利用沃瑟斯
坦空间的理论，为所有 ParVI方法提出了一个加速框架和一个带宽选择方法，从
而提高了 ParVI方法的算力高效性。具体地，所提理论发现 ParVI方法都是对沃瑟
斯坦空间上的梯度流近似模拟的方法，因而都可与 LD等同，而它们使用有限多个
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粒子近似模拟梯度流时要么需要平滑密度要么需要平滑函数。这两种平滑形式所

暗藏的等价性表明了各 ParVI方法之间的等价性，而平滑操作被揭示的必需性则
表明 ParVI方法依赖一个平滑性假设。两种平滑形式也启发了两个新的 ParVI方法
（表 1.2中 GFSD/GFSF方法）。在指导实践方面，为提高 ParVI方法利用沃瑟斯坦
梯度信息的效率，本文考虑将流形上的一阶加速优化方法用于沃瑟斯坦空间从而

为 ParVI方法开发了一个加速框架。为此，本文对沃瑟斯坦空间的流形结构进行
了深入挖掘。针对 ParVI方法所使用的平滑核函数，本文基于对平滑操作目的的
分析，提出了一个具有原则性的核函数带宽选择方法。实验结果表明，所提加速

框架可明显提高各 ParVI方法的迭代效率，而带宽选择方法则可进一步提高 ParVI
方法的粒子高效性。

第四部分（第 6 章）首先根据流形结构理论，为任一 MCMC 动力学系统在
沃瑟斯坦空间上的表示建立了一个统一的理论框架，并根据此表示的结构分析和

解释了现有 MCMC方法的行为，然后在流形可行域的观念下将任一 MCMC动力
学系统与 ParVI方法建立了联系，从而使MCMC方法可以使用具有粒子高效性的
ParVI方法模拟，同时也使 ParVI方法可以利用比 LD更高效的 MCMC动力学系
统来提高算力高效性。为使所提统一理论可涵盖一般的MCMC动力学系统，本文
建立了一些新的数学概念和关系，进而发现一个一般的MCMC动力学系统与一个
fRP流形的沃瑟斯坦空间上的 fGH流有一一对应的关系。由于构成 fRP流的一部
分可保持 KL散度不变而另一部分可在特定子流形上最小化 KL散度，因此这个沃
瑟斯坦空间上的流的表示可为一般 MCMC 动力学系统的收敛性和稳定性等行为
提供一个直观的解释。此理论可将MCMC动力学系统分为三类。本文依此具体分
析了现有的MCMC方法，特别是找出了导致 LD可直接使用随机梯度而 HMC无
法使用随机梯度的根本原因。另外，所提理论也为MCMC方法和 ParVI方法建立
起了桥梁，即根据MCMC方法的流的表示可以找到对应的 ParVI模拟方法。特别
地，本文为 SGHMC这个MCMC方法开发了对应的 ParVI方法（表 1.2中 pSGHMC
方法），从而为 SGHMC动力学系统带来了具有粒子高效性的模拟方法，同时也为
目前只利用了 LD的 ParVI领域引入了比 LD更高效的 SGHMC动力学系统。实验
结果验证了所提 ParVI方法优于 SGHMC原方法的粒子高效性以及胜于现有 ParVI
方法的迭代效率。

1.4 论文组织

本文各章节所考虑的方法和技术及其所解决的问题可见图 1.3。具体组织结构
如下：
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第 1章为引言部分，介绍了贝叶斯推理的问题和需求，强调了在其中考虑流
形结构的意义和价值，梳理了现有研究的状态和问题，并概括了本文的工作内容

和贡献。

第 2章为背景知识，提供了后续各章所需知识的描述，包括流形及其上结构
的概念及MCMC动力学系统的完备表示形式等。
第 3章提出了随机梯度测地线MCMC方法，利用随机梯度和流形嵌入技术实

现了具有可扩展性的处理流形隐变量的MCMC方法。
第 4章提出了黎曼-斯坦因变分梯度下降方法，利用信息几何提高了现有 ParVI

方法的迭代效率，同时为处理流形隐变量的推理任务带来了具有近似灵活性和粒

子高效性的方法。

第 5章为一般 ParVI方法提出了有限多个粒子近似的理论框架，统一分析了
各 ParVI 方法所作假设及其之间关系，并根据此理论框架开发了两个新 ParVI 方
法、ParVI方法的加速框架以及带宽选择方法，提高了 ParVI方法的迭代效率和粒
子高效性。

第 6章为一般 MCMC方法提出了作为沃瑟斯坦空间上 fGH流的统一表示形
式，利用 fGH流的结构分析和解释了各MCMC方法的表现和行为，并根据此统一
表示形式将一般 MCMC方法与 ParVI方法建立联系，进而提出了两个新的 ParVI
方法，提高了MCMC模拟方法的粒子高效性，并为 ParVI领域引入了具有更高迭
代效率的动力学系统。

第 7章对本文的工作和贡献进行总结，并列出了本文工作在未来可以启发的
实际方法和理论分析。

为保持文章的整体性，各引理定理命题的证明会直接附于其后。对于一些不

足以总结为命题的结论，本文会将它们的推导过程列在“推导”环境中。
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第 2章 背景知识

为正确描述和利用流形结构，本章将从一般流形和黎曼流形这两方面介绍流

形概念及其上的结构和性质。针对文中处理MCMC方法的工作，本章也将介绍一
般MCMC动力学系统的完备表示形式。

2.1 流形及其结构

关于流形的详细基础知识，可参见文献 [129-133]。

2.1.1 一般流形

2.1.1.1 流形和坐标系

本节首先介绍流形的基本概念。相关概念可参见图 2.1。一个拓扑空间
（topological space）①M 可被称为是一个m维流形（manifold），如果对于它上面的
任一点 x ∈M，都存在这个点的一个邻域（即包含点 x的开子集）I ⊆M 使得

这个邻域同胚（homeomorphic）于欧氏空间 Rm的一个开子集 Ω ⊆ Rm。其中，拓

扑空间可理解为定义了开子集族的集合，进而可定义拓扑空间上函数的连续性以

及拓扑空间之间映射的连续性；而两个拓扑空间同胚意味着这两个空间之间存在

一个双射（bijection），且这个双射及其逆映射都是连续的。这个定义可以直观地
理解为，一个流形可看作是任一局部都表现为欧氏空间的集合。注意到一个流形

不需要线性性质，例如加法和数乘，因而它可以包含线性空间所无法描述的集合，

例如 m维超球面 Sm :=
{
x ∈ Rm+1

∣∣ ∥x∥ = 1
}
。对于上面所考虑的点 x，记从其

邻域 I 到欧氏空间开子集 Ω的同胚映射为 Φ : I → Ω。由此映射的双射性质便

可将开子集 I——这个流形M 的局部——用 Rm 中的元素 x̃ := {x̃i}mi=1 来表示，

其中的上标 i表示 x̃的（逆变）分量（(contravariant) component）的指标（index）。
因此称 (I ,Φ)（或记为 (I , {x̃i}mi=1）为流形M 在点 x处的一个局部坐标系（local
coordinate system），x̃ ∈ Rm 为点 x ∈ M 的坐标（coodinates），而 Ω 为流形M

的一个（局部）坐标空间（coordinate space）。流形的定义可保证局部坐标系总是
存在，但全局坐标系——使整个流形M 同胚于 Rm的一个开子集的同胚映射——

则不一定存在，例如 m维超球面 Sm 就不存在全局坐标系。通过坐标系，定义在

① 更加严格地，是一个第二类可数的豪斯多夫空间（second-countable Hausdorff space），即任一开子集都可
写为一个固定的可数的开子集族中若干集合的并集的（第二类可数的）、且任意两点都存在不相交邻域的
（满足豪斯多夫条件的，即第二类可分的）拓扑空间。

16



第 2章 背景知识

(a)流形概念及其局部坐
标系

(b) 相交坐标系及光滑流形
概念

图 2.1 流形、坐标系及光滑流形的概念示意图。

流形上的函数 f : M → R（至少局部地）便可被表示为常见的欧氏空间上的函数
f ◦ Φ−1 : Ω→ R，从而便于进一步的分析和显式计算。
人们希望所考虑的流形具有一定的光滑（smooth）性质，并且这个光滑性质可

由坐标系体现但又不依赖于坐标系的选取。由于拓扑空间的开子集之间通常都会

有交集，因此若两个坐标系 (I ,Φ)和 (J ,Ψ)（对应坐标空间为 Ω和 Π）存在交集

I ∩J ̸= ∅，则此交集上的点 x ∈ I ∩J 将会有 x̃和 ỹ这两个坐标表示，而人们

希望在交集I ∩J 上这两个坐标系所体现的光滑性是等价的。出于此考虑，可要

求映射 Ψ ◦ Φ−1 : Ω→ Π, x̃ 7→ ỹ与映射 Φ ◦Ψ−1 : Π→ Ω, ỹ 7→ x̃都是光滑的。这样

的坐标系被称为是相容的。注意到这两个映射都是欧氏空间 Rm 的开子集上的向

量值函数，因此其光滑性可用无穷阶连续可微这个性质来准确描述。相容的坐标

系 (I ,Φ)和 (J ,Ψ)在体现流形M 的局部光滑性上是等价的。特别地，对于流形

上的函数 f，若 f ◦ Φ−1这个欧氏空间开子集上的函数在 I ∩J 上是光滑的，则

f ◦Ψ也是光滑的，因此由相容坐标系所表现的光滑性就是 f 自身的光滑性，而与

具体的坐标系无关。如果一个流形具有一组可覆盖整个流形的相容坐标系族，那

么这样的流形可被称为是一个光滑流形（smooth manifold）。有了光滑流形的定义，
便可进而定义其上函数 f 的光滑性，即为 f 在任一相容坐标系中作为欧氏空间开

子集上的函数的光滑性。记 C∞(M )为光滑流形M 上所有光滑函数的集合。由于

流形的常见性质在非光滑流形的情况下会涉及过多细节，并且常见的流形都是光

滑流形，因此本文将只考虑光滑流形、其相容坐标系及其上光滑函数，并将它们

分别简称为流形、坐标系和函数。

另外，由于流形上的点 x和它在坐标系中的坐标 x̃可通过坐标映射 Φ相互转

化，这使得某一概念或关系在流形上的表示和在坐标系中的表示等价。因此出于对

简化符号并增加可读性的考虑，在不造成歧义的情况下，下文有时也会将流形上的
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(a)切向量、切空间及坐
标表示

(b)光滑曲线的切向
量

(c)向量场及其对应的流

图 2.2 切向量、切空间、向量场和流的概念示意图。

点和它在坐标系中的坐标用同一个符号 x表示。其具体含义可依据其语境来明确。

例如，对于流形上的函数 f(x)，偏导数
∂

∂xi
f(x)表示的是

∂

∂x̃i
f(Φ−1(x̃))

∣∣∣∣
x̃=Φ(x)

。

2.1.1.2 切向量和切空间

流形上切向量及切空间的图示可参见图 2.2(a)。流形M 在点 x ∈ M 处的切

向量（tangent vector）v 这个概念的正式定义是以M 上的微分算符的形式来描述

的。具体地，它被定义为光滑函数①上的函数 v : C∞(M )→ R，且满足（1）线性性：
v[af + bh] = av[f ] + bv[h],∀f, h ∈ C∞(M ), a, b ∈ R；（2）莱布尼兹法则（Leibniz
rule）：v[fh] = f(x)v[h] + h(x)v[f ]。可以证明，所有据此定义的切向量构成一个

m维线性空间，称为流形M 在点 x处的切空间（tangent space），记为 TxM。进

一步，设点 x处有一个坐标系 (I ,Φ)，其坐标表示为 {x̃i}mi=1。据此可以定义点 x

处的 m个切向量 {∂i}mi=1，其中 ∂i[f ] :=
∂

∂x̃i
f ◦ Φ−1(x̃1, · · · , x̃m)

∣∣∣∣
x̃=Φ(x)

。为符合通

常习惯，这个量在文中也会被记为 ∂if。由坐标映射 Φ的同胚性质可以证明，这m

个切向量是线性无关的，因而可以作为切空间 TxM 的一组基底，称为自然基底。

在自然基底下，切空间中任一切向量 v 都可以表示为分量形式：v =
m∑
i=1

vi∂i，其

中（逆变，contravariant）分量可表示为 vi = v[x̃i] ∈ R，这里 x̃i : I → R被视为流
形上的一个函数。基于这个分量表示以及切向量的线性性，可以将切向量 v 在函

数 f 上的作用表示为：v[f ] =
m∑
i=1

vi∂if。需要注意的是，这些表示形式都是需要指

定一个坐标系的，因而称它们为坐标表达式（coordinate expression）。但是无论是
哪个具体的坐标系，这些坐标表达式都是可以适用的，或者说，这些表达式在不

同坐标系中给出的是同一个量。这就是一个坐标表达式的坐标不变性（coordinate

① 更加严格地，是在 x 的某一邻域上有定义且在此邻域上光滑的函数，其对应函数的集合通常被记为
C∞

x (M )。
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invariance）。流形上合法定义的概念都具有坐标不变的坐标表达式。最后，流形上
所有点处的切空间的并集称为切丛（tangent bundle）TM :=

∪
x∈M

TxM，其中一个

元素可表示为 (x, v)（v ∈ TxM）。它是一个 2m维流形。

为简化符号，本文将采用一个已在流形领域中广泛采用的记号规则，称为爱

因斯坦求和规则（Einstein’s summation convention）。这个规则规定，对于在下标
（协变分量，covariant component）和上标（逆变分量，contravariant component）中
重复出现的指标，自动为其求和，并省略求和记号。使用此规则，上面的坐标表达

式可分别写作 v = vi∂i以及 v[f ] = vi∂if。后面将会有更多的例子。另一种紧凑的

表达形式是矩阵形式，例如可将 v[f ]写为 v⊤∇f。基于爱因斯坦求和规则的分量表
达式在表达复杂的表达式，特别是同时涉及微分和矩阵运算（例如MCMC动力学
系统的完备表示形式 [120]）时，可给出简洁而清晰的形式，而矩阵形式则通常更易

于理解，特别是从实现角度或与常见形式对比。因此，为提高可读性，本文将在不

同章节使用不同形式的符号。为将分量形式与矩阵形式联系，本文记 (vi)或 (vi)i

或 (vi)m×1为对应的m维（列）向量。

注意这里给出的切向量的正式定义与通常意义下所理解的线性空间中的切向

量是不同的，但它却是对后者所体现的直觉的抽象和推广。为说明这两者之间的关

系，可考虑流形M 上的一条经过点 x的光滑曲线 γ : (−δ, δ)→M，其中 δ ∈ R+，

且 γ(0) = x（参见图 2.2(b)）。此曲线在 x处可定义一个切向量

γ̇0 : C
∞(M )→ R, f 7→ d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

. (2-1)

由上面的定义可验证 γ̇0 ∈ TxM。按此定义，γ̇0是作用在函数上的沿着曲线 γt在 x

处的方向导数算符。而通常意义下的线性空间中的切向量则是指极限 lim
t→0

γt − γ0
t
，

但由于流形上没有定义减法，因此这个定义失效。但此定义还是可以在 x附近的

坐标空间中使用，并得到 ˜̇γ0 := lim
t→0

Φ(γt)− Φ(γ0)

t
∈ Rm，而这个向量恰好就是切

向量 γ̇0 在坐标空间中的表示 (γ̇i0)。而由于 γ̇0[f ] = γ̇i0∂if，因此正式定义的方向导

数也与通常意义下的方向导数表达式 ˜̇γ
⊤
0∇f 一致。

另外，对于一般的流形，其切空间只在流形上的一点处才有意义，或者说不同

点处的切空间是不同的。但若M 是一个线性空间，则其各点处的切空间 TxM 都同

构于它自己M，对应的同构映射为M → TxM , y 7→ vy, vy[f ] :=
d
dt
f(x+ ty)

∣∣∣∣
t=0

。

而由于一般的流形没有线性结构，因此无法通过这种方式将不同点上的切向量与

流形上的点建立联系。一般流形不同点上的切空间的相异性使得不同点上的切向

量无法直接进行向量操作，例如减法。流形的这个特点也有其实际的物理意义，例

如在广义相对论中，距离较远或者处于强引力场中的两个不同位置上的粒子无法

19



第 2章 背景知识

图 2.3 流形上各概念的定义及其之间关系的示意图。

合理定义“相对速度”的概念 [134]。（由红移效应所表现出的相对速度其实也体现

了时空自身的扭曲，因而也不是通常意义下的相对速度；特别地，这个表象的相

对速度可能会超过光速。）

2.1.1.3 向量场，流，以及动力学系统

参见图 2.2(c)，若流形M 上的每一点 x处都有一个切向量 V (x)，并且切向量

V (x)对 x的依赖关系是光滑的（例如可通过坐标系中的表示 V i(Φ(x))描述），那么

称 V 是流形M 上的一个光滑切向量场，简称向量场（vector field）。流形M 上的所

有向量场的集合记为 T (M )。给定一个向量场 V，可以定义与之关联的流（flow），
为流形M 上的一组曲线 {(Ft(x))t | x ∈M }，其中穿过 x ∈M 曲线 (Ft(x))t满足

条件 F0(x) = x，且它在 x处的切向量 Ḟ0(x)（定义参见式 (2-1)）正是向量场 V 在

点 x处所给出的切向量 V (x)。对于任一向量场，它所对应的流至少局部存在。流

或者流中的一条曲线有时也被称为积分曲线（integral curve）。
流形M 上的一个向量场也可以描述一个确定性动力学系统（deterministic dy-

namics），即流形上的粒子的位置随时间连续演化的规律 x(t)。给定向量场 V，它

可定义一个演化规律为 ẋ(t) = V (x(t))，即粒子在 t时刻的速度由 V (x(t))给定。可

发现这一定义与流的定义十分类似，因而有 x(t) = Ft(x(0))，只不过将流中曲线

Ft(x)解释为 0时刻处在 x位置的粒子随后的演化规律。因此，在本文中涉及流或

者动力学系统的地方，将直接使用对应的向量场进行描述。

2.1.1.4 外微分式和流形上的测度

此处将引入更多概念。图 2.3对这些概念的定义及其之间的关系进行了梳理。
点 x处的切空间 TxM 的（代数）对偶空间（algebraic dual space），即 TxM 上所

有线性函数的空间，被称为余切空间（cotangent space），并记为 T ∗
xM。其中的向量
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被称为余切向量（cotangent vector）。类似切丛，流形上所有点处的余切空间的并集
称为余切丛（cotangent bundle）T ∗M :=

∪
x∈M

T ∗
xM，它也是一个 2m维流形。对于

M 上的函数 f ∈ C∞(M )，可以定义一个余切向量 df为：df [v] := v[f ],∀v ∈ TxM。
特别地，给定 x附近的一个坐标系 (I , {xi}mi=1)，可以定义m个余切向量 {dxi}mi=1，

其中 dxi[v] := v[xi]，这里 xi : I → R被视为流形上的一个函数。这组向量线性无
关，因而可构成余切空间 T ∗

xM 的一组基底。在这组基底下，余切向量 df 可表示
为 df = ∂if dxi。
接下来考虑切空间 TxM 上的 k重反对称线性函数 µ，或称 k次外形式（exterior

form of degree k）。这就是说，µ[v(1), · · · , v(k)]是以 k个向量为参数的标量值函数，

它对任一参数 v(i) 都是线性的，且交换任意两个参数的值得到的函数值会改变符

号。它是 TxM 上的 k 阶张量（tensor）——即 TxM 上的 k 重线性函数——的一

种特殊情况。特别地，余切向量可以看作是 1次外形式。所有这样的函数 µ所构

成的线性空间记为 ∧kT ∗
xM。注意对于 k > m，由 µ的反对称性以及 k个切向量的

线性相关性可知，µ = 0，因而这样的 ∧kT ∗
xM 只有一个零元素。

为找到 ∧kT ∗
xM 的一组基底，首先考虑 k 次外形式 µ与 l 次外形式 ν 的外向

积（exterior product），或称楔积（wedge product），定义为一个 ℓ = k+ l次外形式：

µ ∧ ν :=
(k + l)!

k!l!
alt(µ⊗ ν) ∈ ∧ℓT ∗

xM ,

其中 ⊗ 为张量积（tensor product），即 (µ ⊗ ν)[v(1), · · · , v(k), v(k+1), · · · , v(k+l)] :=

µ[v(1), · · · , v(k)]ν[v(k+1), · · · , v(k+l)]， 而 ℓ 重 张 量 η 的 反 对 称 化 算 符

（alternation）alt(η) 则会将 η 映射为一个 ℓ 次外形式：alt(η)[v(1), · · · , v(ℓ)] :=
1

ℓ!

∑
σ∈perm(1,··· ,ℓ)

sign(σ)η[v(σ(1)), · · · , v(σ(ℓ))]，其中 perm(1, · · · , ℓ) 表示序列 (1, · · · , ℓ)

的所有排列（permutation）（共有 ℓ! 个），而 sign(σ) 则表示排列 σ 的符号，即

若序列 (σ(1), · · · , σ(ℓ)) 可由 (1, · · · , ℓ) 经偶数次对换而得，则 sign(σ) = 1，否

则 sign(σ) = −1。由此概念，可对满足 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ m 的指标集定

义一个 k 次外形式 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik :=
((

(dxi1 ∧ dxi2) ∧ dxi3
)
∧ · · ·

)
∧ dxik =∑

σ∈perm(i1,··· ,ik)

sign(σ) dxσ(1) ⊗ · · · ⊗ dxσ(k)。现考虑任一 k 次外形式 µ。由于它

总是一个 k 阶张量，因而它可以表示为：µ = µi1,··· ,ik dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik，其中
µi1,··· ,ik := µ[∂i1 , · · · , ∂ik ] ∈ R。由外形式 µ的反对称性，若这 k 个指标 i1, · · · , ik
中有重复的，那么对应的 µi1,··· ,ik = 0。而对于包含互不相等的 k个指标的指标集，

可以按照它们是否互成排列进行划分。对于一类互成排列的 k!个指标集，它们给

出的 µ的分量值具有相同的绝对值，因而可以选择满足条件 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ m
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的指标集作为代表，并只考虑其他指标集所对应的符号。根据这个划分，k 次外

形式 µ可以写为：µ =
∑

1⩽i1<···<ik⩽m

µi1,··· ,ik

∑
σ∈perm(i1,··· ,ik)

sign(σ) dxσ(1) ⊗ · · · ⊗ dxσ(k)。

而由 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik 的定义，上式可表示为：

µ =
∑

1⩽i1<···<ik⩽m

µi1,··· ,ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

注意若仍以爱因斯坦求和规则表示，上式应写为 µ =
1

k!
µi1,··· ,ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik。注

意满足条件 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ m的指标集共有
(
m

k

)
个，因而任一 k 次外形式

都可以用这
(
m

k

)
个 k次外形式 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ m线性表示。

而由于对于这
(
m

k

)
个系数 µi1,··· ,ik , 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ m，已没有任何条件可限

制它们之间的关系，因此这个线性表示也是唯一的。因此，这
(
m

k

)
个 k次外形式

便构成了线性空间 ∧kT ∗
xM 的一组基底。特别地，∧kT ∗

xM 是
(
m

k

)
维的。

上面的考虑都是在一个点 x处的情况。若流形M 上的每一点 x处都有一个 k

次外形式 A(x)，并且它对 x的依赖关系是光滑的（例如可通过坐标系中的表示描

述），那么称A是流形M 上的一个 k次外微分式（exterior differential form of degree
k），或简称为k-形式（k-form）。流形M 上所有 k-形式构成的集合记为 A k(M )。

在 k-形式 A 上可以定义外微分（exterior differential）使之成为一个 (k + 1)-形式
dA :=

∑
1⩽i1<···<ik⩽m

dAi1,··· ,ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik，其中 dAi1,··· ,ik 即为上面所给出的由

函数而定义的余切向量场，或者视作 1-形式。
除了直接考虑在带边区域及其边界上的积分（参见 4.3.1节）外，外微分式在

本文中的重要意义在于它可以定义流形上的测度。这将在 2.1.2.5节中具体介绍。

2.1.2 黎曼流形

2.1.2.1 黎曼结构

注意到点 x处的切空间 TxM 是一个线性空间，因而可以在其中定义一个内积

（inner product）gx : TxM × TxM → R，即 TxM 上的二重对称正定线性函数。若

在流形上的每一点处的切空间都有此内积定义，且此内积以光滑的方式依赖于 x，

那么这个“内积场”结构 gx便被称为黎曼结构（Riemannian structure），而具有黎
曼结构的流形便被称为黎曼流形（Riemannian manifold）。黎曼结构 gx是一个二阶

张量场，因此它可以在点 x附近的坐标系中表示为 gx = gij(x) dxi⊗dxj，从而使得

22



第 2章 背景知识

切空间 TxM 中两向量 u = ui∂i, v = vj∂j 的内积可以表示为 gx(u, v) = gij(x)u
ivj。

黎曼结构的坐标表示 (gij)（通常也被记为 G）是一个处处对称正定的矩阵，被称

为黎曼度量矩阵（Riemannian metric matrix）或黎曼度量张量。

2.1.2.2 梯度

仅仅是这一个结构的引入，便可使一个流形具有丰富的结构。首先，切空间

TxM 此时变为一个希尔伯特空间（Hilbert space），因此由瑞兹表示定理（Riesz
representation theorem）可以建立它与余切空间 T ∗

xM 之间的一个明确的同构关系。

特别地，对于任一余切向量 r ∈ T ∗
xM，都在切空间 TxM 中存在唯一的切向量，记

为 r#，使得 gx(r
#, v) = r[v],∀v ∈ TxM。使用坐标形式表达，可写出 gij(r

#)ivj = rjv
j

对任意 v ∈ TxM 成立，因而可以解得 (r#)i = gijrj，其中 gij 是 (gij)的逆矩阵的矩

阵元，二者具有关系 gikgkj = δij，这里 δij =

1,若 i = j，

0,若 i ̸= j，
是克罗内克-德尔塔张

量（Kronecker delta tensor）。进一步，由 2.1.1.4节的介绍，对于函数 f ∈ C∞(M )，

可定义余切向量 df = ∂if(x) dxi，因而可以导出它所对应的切向量 (df(x))#。由

于这个操作可以在流形上的任一点进行，因而函数 f 定义了流形上的一个向量场

(df)#，被称为梯度（gradient），并记为 grad f，即：

grad f := (df)#.

其坐标表达式为：

grad f = gij ∂if ∂j.

向量场 − grad f 所对应的流即为梯度流（gradient flow）。
这个抽象的定义是与通常意义下的梯度概念等价的。通常意义下函数 f 在点

x处的梯度被定义为可使 f 最速上升的方向，即：

v∗ := max · argmax
v∈TxM ,∥v∥2TxM :=gx(v,v)=1

d
dt
f(γt)

∣∣∣∣
t=0

,

其中曲线 γ : (−δ, δ) → M 满足 γ0 = x，γ̇0 = v（其中 γ̇0 在 2.1.1.2 节第三段
式 (2-1)中定义），而“max · argmax”表示目标函数最大值与使目标函数取最大值
的向量的数乘。由求导的链式法则，目标函数可以写为：

d
dt
f(γt)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt
(f ◦ Φ−1)(Φ(γt))

∣∣∣∣
t=0

= ∂i(f ◦ Φ−1)(x)
d
dt
(Φi(γt))

∣∣∣∣
t=0

= ∂if(x)γ̇
i
0 = δki ∂kf(x)v

i = gkjgji∂kf(x)v
i = gij(g

jk∂kf(x))v
i

= gx(grad f(x), v),
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即是一个内积的形式。因此得到：

v∗ = max · argmax
v∈TxM ,∥v∥2TxM :=gx(v,v)=1

gx(grad f(x), v) = grad f(x),

这与上面所给出的梯度的定义是一致的。所以从这个角度来说，f 的梯度流也可解

释为 f 的最速下降曲线族。

2.1.2.3 距离与测地线

有了黎曼结构之后，便可以度量黎曼流形上光滑曲线的长度。具体地，考

虑曲线 γ : [a, b] → M，则可将其长度定义为 L(γ) :=

√∫ b

a

∥γ̇t∥2TγtM
dt =√∫ b

a

gγt(γ̇t, γ̇t) dt，其中曲线的切向量 γ̇t ∈ TγtM 可参照式 (2-1) 定义。进而可

以定义流形上两点之间的距离，为连接两点的所有光滑曲线中距离最短的值，即

d(x, y) := inf
γ:γa=x,γb=y

L(γ)。若在此距离下此流形是完备的，则由霍普夫-里诺定理

（Hopf–Rinow theorem）[135]可知，存在取得最短距离的曲线。这样的曲线被称为测

地线（geodesic），它是欧氏空间中直线概念的推广。
更加准确地说，测地线是由流形上的一个仿射联络（affine connection）这个

独立于黎曼结构的结构而定义的。一个仿射联络，或者等价地，一个协变导数

（covariant derivative），为两个邻近点上的切向量建立了一个对应关系，进而可以
由此对应关系，将一点上的切向量沿着给定曲线对应到另一点上的切向量，即平

行移动（parallel transport）或平行输运（parallel translation）。对于给定两点以及
连接两点的给定曲线，如果这两点上的两个切向量符合这个对应关系，则称它们

是平行的。而测地线则可定义为一类特殊的曲线 γ，使得曲线上任两点 γa, γb处的

切向量 γ̇a, γ̇b 关于所截曲线 γt∈[a,b] 是平行的。此定义的直观解释是，流形上“直

线”的各个点上的切向量应该都是相互平行的。这个定义可表示为一个常微分方

程的初值问题，因而存在唯一解。对于黎曼流形，其黎曼结构可定义一个特殊的联

络，称为黎曼联络（Riemannian connection）或列维-奇维塔联络（Levi-Civita con-
nection）。此联络所定义的测地线刚好就是上一部分中通过最短长度的方式所定义
的测地线。此外，平行移动本身，以及与测地线相关的测地流（geodesic flow）和
指数映射（exponential map）等概念也会分别在下面各章中加以考虑。这些概念将
在对应的章节中加以介绍。
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图 2.4 流形及其嵌入空间的示意图。

2.1.2.4 嵌入空间

首先讨论无需黎曼结构的一般流形的情况。相关概念在图 2.4中予以示意。人
们所熟知的流形概念通常都是作为一个欧氏空间 Rn的子集而出现的，特别是在对

这些流形进行可视化时。而且很多常见的流形也都是以此方式定义的，例如 n− 1

维超球面 Sn−1 := {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1 }。但在 2.1.1.1节中所介绍的流形概念则没有
借用这个外部的包裹空间，而是直接考察这个集合本身的性质。不过，这种内禀

（intrinsic）的定义方式也可以与通常的基于外部空间的流形观念建立起联系，即通
过流形的嵌入（embedding）来描述。具体地说，对m维流形M 进行嵌入是指通

过一个光滑的单射 Ξ : M → Rn 将它映射到欧氏空间 Rn 中。由嵌入映射 Ξ的单

射性质，可知如果这样的 Ξ存在，那么 n ⩾ m。对于按 2.1.1.1节中所介绍的内禀
的方式所定义的m维流形，惠特尼嵌入定理（Whitney embedding theorem）[136-137]

证明了它总可以嵌入到 2m维欧氏空间 R2m中，从而可以作为欧氏空间 R2m的子

集。由此，这两种定义流形的观念是等价的。对于具有全局坐标系的流形，其全局

坐标系即可视为一个嵌入，并且此种情况下有 n = m。而对于没有全局坐标系的

流形，其嵌入空间的维度 n一定大于m。例如 n− 1维超球面 Sn−1没有全局坐标

系，但它可自然地嵌入在定义它的欧氏空间 Rn中。

上述讨论是针对一般流形而言的，即不需要黎曼结构。而当流形M 具有黎曼

结构时，可以进一步考虑此黎曼结构与嵌入空间 Rn为M 所带来的结构之间的关

系。对于流形M 在点 x处的一个切向量 v ∈ TxM，可通过嵌入映射定义一个嵌入
空间中的切向量 Ξ∗v[h] := v[h ◦ Ξ],∀h ∈ C∞(Ξ(M ))，称为切向量 v在光滑映射 Ξ

下的前推（push-forward）。令欧氏空间 Rn的一组坐标系为 {ya}na=1（它是全局的），

则切向量 Ξ∗v可通过坐标表示为 (Ξ∗v)
a∂̃a，其中 ∂̃a :=

∂

∂ya
是 Rn中自然基底中的

一个向量，而 (Ξ∗v)
a = Ξ∗v[y

a] = v[ya ◦ Ξ] = vi∂i[y
a ◦ Ξ] =: vi

∂ya

∂xi
，这里

(
∂ya

∂xi

)
可看作嵌入映射 Ξ在两个流形各自坐标系下的雅可比矩阵（Jacobian matrix）。由
于嵌入映射 Ξ是单射，因此矩阵

(
∂ya

∂xi

)
是满秩的，或者说秩为m。因此，切空间
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TxM 在其前推下的像 Ξ∗(TxM )也是一个m维线性空间，并可看作嵌入空间中的

切空间 TΞ(x)Rn的线性子空间。由 2.1.1.2节中的讨论，线性空间 Rn任一点处的切

空间 TΞ(x)Rn都同构于它自己，因此 Ξ∗(TxM )也可视作欧氏空间 Rn的一个 m维

线性子空间。欧氏空间 Rn中有一个自然的内积 y⊤z =
n∑

a=1

yaza = δaby
azb，即其黎

曼度量矩阵为单位矩阵 (δab)，其中 δab 为克罗内克张量的变种。这个内积可为 Rn

的线性子空间 Ξ∗(TxM )定义一个内积。进一步，嵌入映射 Ξ可以把这个内积引入

到流形M 的切空间中，从而定义一个黎曼结构。具体地，考虑切空间 TxM 中的

两个切向量 v, u，可定义它们的内积为 ⟨v, u⟩ := (Ξ∗v)
⊤(Ξ∗u) = δabv

i∂y
a

∂xi
uj
∂yb

∂xj
，因

此对应的黎曼结构具有坐标表达式
(
δab
∂ya

∂xi
∂yb

∂xj

)
。这个黎曼结构也可看作是嵌入

空间中的黎曼结构在映射 Ξ下的拉回（pull-back）Ξ∗δ。一个嵌入（对应的嵌入映

射为 Ξ）被称为是一个等距嵌入（isometric embedding），如果来自嵌入空间的黎曼

结构和流形M 本身的黎曼结构是一致的。这意味着，gij = δab
∂ya

∂xi
∂yb

∂xj
。以矩阵形

式表示，这个关系可以写为 G = J⊤J，其中矩阵 Gij := gij，而 Jai :=
∂ya

∂xi
。对于

常见的定义为欧氏空间的子集的流形，例如超球面，其黎曼结构往往也由此欧氏

空间确定，因此此欧氏空间就是它的等距嵌入空间。最后，由纳什嵌入定理（Nash
embedding theorem） [138]可知，任一黎曼流形都可以等距嵌入在一个欧氏空间中。

2.1.2.5 测度与积分

首先讨论无需黎曼结构的一般流形的情况。在 2.1.1.4节中提到，流形上的测
度可由外微分式所描述。本节首先为此给出一个直观的解释。流形M 上一点 x上

的m个线性无关的切向量可构成一个平行多面体（parallelepiped），它可视作流形
M 在 x处的一个体积微元，而一个测度（measure）则应为流形M 每一点上的体

积微元赋予一个非负值，作为其体积。由于体积微元的体积应与构成它的各向量

成线性关系，并且可将这些向量的顺序作为这个体积的定向，使得任何两个向量

交换顺序所得体积值应改变符号。因此在流形上的一个点 x处，测度可以用切空间

TxM 上的m重反对称线性函数来表示，也就是说，流形M 上的一个测度可以用

M 上的一个m次外微分式表示。正式地，称（可定向的，orientable）流形M 上的

最高阶处处非零的外微分式为体积形式（volume form），即A m(M )中处处非零的

元素①。所有体积形式构成一个一维线性空间。给定体积形式 ω ∈ A m(M )，考虑它

所对应的测度给出的开子集I 的体积。若I 可与Rm的一个开子集通过映射Φ同

① 处处非零的光滑m-形式 ω不会改变定向（orientation），表现为在坐标系中 ω1···m不会改变符号。因此无
需要求 ω处处为正，处处为负的情况可认为只是所取定向不同。
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胚，则此体积由Rm上通常的勒贝格（Lebesgue）积分
∫
Φ(I )

ω1···m(x) dx1∧· · ·∧dxm

给出，其中 ω1···m是体积形式 ω将 (I ,Φ)视为坐标系的坐标表达式。可以证明，这

个表达式是坐标不变的。对于一个坐标系无法覆盖 I 的情况，可将它分为若干坐

标系覆盖，由于这个体积定义是坐标不变的，因此不同的坐标系划分方式会给出同

一个体积值。在给定了体积形式的流形上便可定义一个与之绝对连续（absolutely
continuous）的测度——或者称为分布——的密度函数（density function），即相对
于此体积形式的拉东-尼科迪姆导数（Radon-Nikodym derivative）。最后，关于流形
上的积分，最有名的结论便是斯托克斯定理（Stokes’ theorem）：对于流形M 上

的一个 (m − 1)-形式 ω ∈ A m−1(M )和一个（第二类可数的）带边区域 I ⊆ M，∫
I

dω =

∫
∂I

ω，其中 ∂I 是 I 的边界。微积分中常见的格林公式、高斯定理和

（狭义的）斯托克斯公式都是此定理的特例。

上述讨论是针对一般流形而言的，即不需要黎曼结构。而当流形M 具有黎曼

结构时，便可定义黎曼体积形式（Riemannian volume form）ωg :=
√
|G| dx1 ∧ · · · ∧

dxm，其中 G = (gij)是黎曼度量矩阵，而 |G|则表示其行列式。黎曼体积形式 ωg

是通过坐标表达式定义的，但可以证明，此坐标表达式具有坐标不变性，因而这

个定义是不依赖于坐标系选取的，从而成为流形上得到合法定义的体积形式。由

于它的坐标不变性，流形M 上一个分布关于它的密度函数 p便也是坐标不变的。

在流形上，有时候也会考虑关于其某个特定的坐标系中的勒贝格测度的密度函数

pL。它与关于黎曼体积形式的密度函数的关系为 pL = p
√
|G|。另外，注意在一个

黎曼流形M 的嵌入空间 Rn中，其勒贝格测度会为 Ξ(M )引入一个测度，即豪斯

多夫测度（Hausdorff measure）。它也可以为流形M 引入一个测度。注意对于等距

嵌入的情况，这个测度正好就是流形M 的黎曼体积形式。特别地，表示在 Ξ(M )

上关于豪斯多夫测度的密度函数正好就是 p ◦ Ξ−1。

流形上的结构十分丰富，本节只介绍了一些基础的概念。下文各章中有的还

会涉及更多的流形结构，这些概念将会在对应章节介绍。

2.2 一般 MCMC动力学系统的完备表示形式

对MCMC方法最根本的要求是它可保持目标分布 p在它的作用下不变，即 p

是其平稳分布（stationary distribution）。Ma等人 [120] 针对欧氏空间 Rm中以分布 p

为平稳分布的一般动力学系统，给出了一个完备的表示形式（complete recipe）。这
个表示形式以欧氏空间 Rm中的一个扩散过程（diffusion process）来描述这样的动
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力学系统：

dx = H(x) dt+
√
2D(x) dBt(x),

H i(x) =
1

p(x)
∂j

(
p(x)

(
Dij(x) +Qij(x)

))
,

(2-2)

其中Dm×m是任意一个半正定（positive semi-definite）矩阵，称为扩散矩阵（diffusion
matrix），Qm×m 是一个任意反对称（skew-symmetric）矩阵，称为卷曲矩阵（curl
matrix），而 Bt(x)表示 Rm中的标准布朗运动（Brownian motion）。第一项H(x) dt
代表一个确定性的漂移（drift），而第二项

√
2D(x) dBt(x)则代表了随机性的扩散

（diffusion）。当D是（严格）正定（positive definite）时，上式所描述的动力学系统
将只有 p这一个平稳分布。另外，这个表示形式是完备的，这是说任何能够以分

布 p为平稳分布的扩散过程都可以表示成这个形式。

这个表示形式给出了MCMC动力学系统的一个统一的表达形式，同时也方便
了对 MCMC 动力学系统做统一的分析。在大规模贝叶斯推理任务中，随机梯度
（stochastic gradient）这个在一个随机选取的子数据集上所得到的梯度 (∂j log p)的
有噪估计，对于数据方面的可扩展性具有关键作用。利用上述表示形式可以发现，

当 D ̸= 0时，MCMC动力学系统是可以与随机梯度相容的，因为由随机梯度给漂
移项带来的噪声的方差是扩散项所带来的噪声的方差的高阶小量 [113,120]。另外对

于许多MCMC方法，变量被取为所采变量 Z 的增广变量 x = (Z, r)，其中 r是一

个新引入的辅助变量。进而通过引入条件分布 p(r|Z)，可得增广变量的目标分布
p(x) = p(Z)p(r|Z)。这个做法可以促进对应的动力学系统探索样本空间中更加广
阔的区域从而降低样本之间的自相关性并提高收敛效率 [97,119,139]。
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第 3章 随机梯度测地线 MCMC方法

本章将提出两个随机梯度MCMC方法，它们率先为处理没有全局坐标系的流
形（例如超球面）上的推理任务引入了具有可扩展性的方法，即由使用随机梯度

而带来的高效处理大规模数据的能力。为使用随机梯度，本章为这两个MCMC方
法设计了新的合适的动力学系统，而为高效处理没有全局坐标系的流形结构，这

两个MCMC方法考虑在流形的嵌入空间中利用测地流方程进行模拟。这个模拟方
法同时也是二阶的，且不包含内循环，因而可以更准确和高效。本章也开发了基

于这两个MCMC方法解决球面混合模型后验推理任务的方法。合成数据上的实验
验证了两方法的正确性和可用性，而在球面混合模型上的真实数据实验则展示了

它们处理大规模数据的高效性。

3.1 研究动机

基于动力学系统的马尔可夫链蒙特卡罗方法（dynamics-based Markov chain
Monte Carlo，以下简称 MCMC 方法）是一类通过模拟一个动力学系统进行采样
的方法。它们已成为贝叶斯推理方法的主力，其中一些知名的方法包括郎之万动

力学系统方法（Langevin dynamics, LD） [58] 和哈密顿蒙特卡罗方法（Hamiltonian
Monte Carlo, HMC） [96-97] 等。这类方法有许多针对不同任务的变种，其中的一类

为处理隐变量在特定黎曼流形上的贝叶斯模型，考虑如何从黎曼流形上进行采样。

测地线蒙特卡罗方法（geodesic Monte Carlo, GMC） [44] 就是这类方法中的突出代

表。为了处理流形结构，它采用了流形嵌入技术，即在流形的欧氏等距嵌入空间

中进行动力学系统的模拟（参见 2.1.2.4节）。由于任一流形在其嵌入空间中均可全
局表示，因而使用流形嵌入技术可以解除流形必须有全局坐标系这个限制，从而

可适用于超球面（hypersphere）这样的流形。另外，由于黎曼流形的几何结构已经
在等距嵌入的过程中体现，因此在嵌入空间中不需要显式表示诸如黎曼度量矩阵

等结构，从而极大地简化了计算。而且常见的流形都是在其欧氏等距嵌入空间中

定义的，因而考虑其嵌入空间就十分方便且自然。例如 n− 1维超球面被定义为 n

维欧氏空间中单位模长向量的集合：Sn−1 := {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1 }，且其黎曼结构
也是由 Rn 中继承的，因而此欧氏空间 Rn 自然就是 Sn−1 的等距嵌入空间。为了

在嵌入空间中对动力学系统进行模拟，GMC方法采用了测地线积分器（geodesic
integrator），即使用流形的闭式测地流（geodesic flow）来更新流形上的点和向量。
测地流可看作流形上的“匀速直线运动”，它是欧氏空间中点的匀速直线运动与向
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量的平移的推广。使用这一技术要求流形具有闭式测地流，但对于一些常见的流

形比如单纯形（simplex），超球面，斯蒂菲尔流形（Stiefel manifold）[42-43]，双曲流

形（hyperbolic manifold） [38] 等，这个要求可以得到满足。另外 GMC方法还可以
用于从一个截断分布中进行采样 [126]。

黎曼流形 MCMC 方法中另一个代表是受限哈密顿蒙特卡罗（constrained
Hamiltonian Monte Carlo, CHMC）[125]。它可处理的流形是所有可用一个欧氏空间中

的限制条件来定义的流形，因而比GMC方法具有更广泛的适用范围。但是 CHMC
方法的模拟过程中没有充分利用流形的几何结构（事实上更广泛的流形的几何结

构可能会很复杂因而难以利用），所以 CHMC方法难以使用测地线积分器，因而
在其模拟过程中需要使用内循环，导致它不够高效。其他的黎曼流形 MCMC 方
法，例如黎曼流形郎之万动力学系统方法（Riemannian manifold Langevin dynamics,
RLD）和黎曼流形哈密顿蒙特卡罗方法（Riemannian manifold Hamiltonian Monte
Carlo, RHMC）（二者皆出自 [127]）只可在流形的坐标空间中进行模拟，因而难以
用于诸如超球面这样的没有全局坐标系的流形。具体来说，在坐标空间中进行模

拟需要显式计算黎曼度量矩阵，并需要在模拟过程中不断地变更坐标系。更加麻

烦的是，在坐标系的边缘，由于坐标系的问题，黎曼度量矩阵会变得奇异，从而导

致实现中很容易出现数值问题。除此之外，RMHMC方法也需要内循环。
虽然 GMC方法具有显著优势，但它的可扩展性（scalability），即高效处理大

规模数据集的能力，并不理想。针对提升MCMC方法的可扩展性这一需求，使用
随机子数据集是一个有效的方法，亦即在每次需要计算梯度时，从原数据集中随

机采出一个子数据集，并在这个子数据集上估计梯度。这个估计是真实梯度的一

个有噪但无偏的估计，称作随机梯度（stochastic gradient）。在随机梯度MCMC方
法方面，Welling 等人 [60] 率先进行了探索，提出了随机梯度郎之万动力学系统方

法（stochastic gradient Langevin dynamics, SGLD）。随后，Chen等人 [115]将 HMC方
法拓展为可以使用随机梯度的版本，即随机梯度哈密顿蒙特卡罗方法（stochastic
gradient Hamiltonian Monte Carlo, SGHMC）。他们发现，对于 HMC，必须在动力
学系统中引入一个摩擦力项才能正确采样。Ding等人 [119] 提出了随机梯度诺泽-胡
佛恒温器方法（stochastic gradient Nosé-Hoover thermostats, SGNHT），其中引入
的恒温器变量（thermostats）可自动平衡摩擦力项和梯度噪声。Gan等人 [117] 通过

使用多维恒温器变量，进一步将此方法拓展为多变量 SGNHT 方法（multivariate
SGNHT, mSGNHT）。为统一表述这些随机梯度 MCMC 方法的动力学系统，Ma
等人 [120] 为这些动力学系统开发了一个完备的一般化表示形式。针对在流形上使

用随机梯度进行采样的任务，Patterson 等人 [18] 和 Ma 等人 [120] 分别开发了 RLD
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和 RHMC的随机梯度版本，称作随机梯度黎曼郎之万动力学系统方法（stochastic
gradient Riemannian Langevin dynamics, SGRLD）和随机梯度黎曼哈密顿蒙特卡罗
方法（stochastic gradient Riemannian Hamiltonian Monte Carlo, SGRHMC）。然而，
这两种方法仍然需要流形具有全局坐标系，因而能够适用没有全局坐标系的流形

（例如超球面）的可扩展的MCMC方法目前仍处于空白。
本章将提出两个新的随机梯度 MCMC 方法：随机梯度测地线蒙特卡罗方法

（stochastic gradient geodesic Monte Carlo, SGGMC）和测地线随机梯度诺泽-胡佛恒
温器方法（geodesic stochastic gradient Nosé-Hoover thermostats, gSGNHT）。这两个
方法是首批可在没有全局坐标系的流形（例如超球面）上高效地进行大规模数据

的后验采样的方法。在设计动力学系统方面，本章所考虑的动机希望得到可以使用

随机梯度的动力学系统。但如 Chen等人 [115]所强调的那样，当梯度中出现噪声时，

原动力学系统需要恰当的改进才能正确采样。本章利用Ma等人 [120]所提出的动力

学系统的完备表示形式来解决这一棘手的问题。在模拟动力学系统方面，所设计

的 SGGMC和 gSGNHT的动力学系统适合使用二阶积分器（second-order integrator）
[113]进行针对离散时间的模拟，从而得到误差更小的可行算法。具体来说，一个积

分器是 k阶的，意味着它在第 L步迭代后，由离散误差所产生的样本均值期望偏差

及均方误差分别可由 O(L−k/(k+1))和 O(L−2k/(2k+1))的增长阶所控制 [113]，因此更

高的阶数意味着更高的近似精度。本章将使用对称分解积分器（symmetric splitting
integrator, SSI）框架 [113]为所提的两个动力学系统设计二阶积分器进行模拟。在处

理流形结构方面，本章参照 GMC方法 [44]，使用流形嵌入技术和测地线积分器，从

而可以适用没有全局坐标系的流形并摆脱模拟过程中的内循环，因而比 SGRLD和
SGRHMC方法适用性更广，且比 CHMC高效。由于可以使用随机梯度，这两个方
法的可扩展性大大强于 GMC方法。所提 SGGMC和 gSGNHT方法与已有方法的
对比列于表 3.1中。可以发现所提方法是率先同时实现表中所列四项优势的方法。
另外，与 GMC方法类似，所提方法也可以用于截断分布的高效后验采样 [126]。

最后，本章用所提的 SGGMC 和 gSGNHT 方法成功地解决了球面混合模型
（spherical admixture models, SAM） [22] 的大规模数据的后验推理问题。SAM 模型
定义了一个层次化的生成过程来建模单位向量形式的数据（方向类数据），亦即

处于超球面上的数据。为了更好地为这样的数据建模，SAM模型将它的全局隐变
量（即话题变量）也选择在了超球面上，因而它的后验推理问题成为了近似一个

定义在超球面上的分布的问题。由于这种流形结构，加之模型的先验与似然不共

轭，SAM的后验推理问题十分具有挑战性。已有的 MCMC方法或者不适用此问
题，或者无法做到可扩展性，而变分推理方法由于近似能力所限，无法得到高质
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表 3.1 一些MCMC方法的对比。

MCMC方法 可扩展性 无需内循环
适用无全局
坐标系的流形

积分器阶数

LD [58] ×
√

– 一阶
HMC [97] ×

√
– 二阶

GMC [44] ×
√ √

二阶
RLD [127] ×

√
× 一阶

RHMC [127] × × × 二阶 †

CHMC [125] × ×
√

二阶 †

SGLD [60] √ √
– 一阶

SGHMC [115]/SGNHT [119] √ √
– 一阶 ‡

SGRLD [18]/SGRHMC [120] √ √
× 一阶

SGGMC/gSGNHT（所提方法）
√ √ √

二阶
–：该方法不支持流形上的采样；†：该方法的积分器不属于 SSI框架；‡：SGHMC和 mSGNHT方法的 2阶
积分器版本已分别由 Chen等人 [113] 和 Li等人 [140] 开发。

量的结果。所提的 SGGMC和 gSGNHT方法则可在取得高质量结果的同时也能高
效处理大规模数据。真实数据集上的实验结果表明，所提方法是目前 SAM模型的
后验推理问题上效率最高且结果最好的方法。

3.2 随机梯度测地线 MCMC方法

本节正式开发 SGGMC和 gSGNHT方法。首先设计这两个方法的动力学系统，
然后为它们开发在嵌入空间中的二阶积分器以实现算法。本章中所考虑的情形是

为处于 m维黎曼流形M上的隐变量 Z ∈ M开发可从其后验分布中进行高效采
样的方法。这个目标分布可通过其关于坐标空间中勒贝格测度的密度函数 pL或者

其关于嵌入空间中的豪斯多夫测度的密度函数 p来表示（参见 2.1.2.5节）。

3.2.1 动力学系统的设计

本节利用Ma等人 [120] 的动力学系统完备表示形式（参见 2.2节）来开发动力
学系统，以期所得动力学系统的平稳分布即为目标分布从而可以正确采样。注意

到这个表示形式只适用于欧氏空间，本节考虑在流形的坐标空间中来开发动力学

系统而不是嵌入空间 Ξ(M )（参见 2.1.2.4节）。本节也因此使用目标分布在坐标空
间中的密度函数 pL。不过为摆脱对流形M 具有全局坐标系的限制，本章将会在

嵌入空间中对所得动力学系统进行模拟（参见本章 3.2.2节）。
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SGGMC的动力学系统 SGGMC方法为目标变量 Z ∈M 引入动量（momentum）
变量 r ∈ Rm，并考虑增广变量 x = (Z, r) ∈ R2m 的动力学系统。为增广变量 x定

义如下目标分布：pL(x) = pL(Z)|G(Z)|−
1
2 exp{−1

2
r⊤G(Z)−1r}，其中 G是目标变

量所在黎曼流形M 在坐标空间中的黎曼度量矩阵（Riemannian metric matrix）。注
意此增广目标分布关于目标变量 Z 的边缘分布正是目标分布 pL(Z)。

此处引入的动量 r 这个辅助变量和增广变量的目标分布有一个经典力学中的

来源，而这个来源也可将动量 r解释为流形M 上的余切向量（cotangent vector）。
经典力学（可参见著作 [141-142]）中有拉格朗日形式和哈密顿形式这两种等价的
形式。其中拉格朗日形式的核心是拉格朗日量（Lagrangian），它是粒子位置 Z 和

速度 Ż 的函数，定义为粒子动能（kinetic energy）与势能（potential energy）的差：
L(Z, Ż) =

1

2
Ż⊤G(Z)Ż + log pL(Z)，这里

1

2
Ż⊤G(Z)Ż 是动能，而势能被定义为

− log pL(Z)。给定拉格朗日量之后，粒子的运动规律便可由拉格朗日方程描述。从
黎曼流形的角度来看，速度可看作切向量 Ż ∈ TZM，因而拉格朗日量可看作流

形的切丛 TM 上的函数，其中动能项即为切向量范数的平方的一半。由拉格朗日

量可以得到哈密顿量，进而可以通过哈密顿方程以哈密顿形式来描述粒子的运动

规律。这是通过勒让德变换（Legendre transformation）得到的，而动量正是在这个
过程中引出的，它被定义为 r :=

∂L

∂Ż
= G(Z)Ż。回顾 2.1.2.2 节中所介绍的由流

形的黎曼结构而引出的切空间与余切空间的同构，可发现若以 r̃ = r̃i dxi ∈ T ∗
ZM

表示一个余切向量，其对应的切向量 r̃# ∈ TZM 可由 gZ(r̃
#, v) = r̃[v],∀v ∈ TZM

唯一确定。由此可解得坐标表示为 (r̃#)j = gij r̃i，即 r̃ = Gr̃#（矩阵形式），且这

个对应是双射。若取切向量 r̃# 为速度 Ż，则对应的余切向量 r̃ 的向量表示即为

r = G(Z)Ż。因此可将动量解释为余切向量。得到动量之后，可将速度用动量表示

为 Ż = G−1(Z)r，便可进一步通过勒让德变换定义哈密顿量为：

H(x) :=
(
r[Ż]− L(Z, Ż)

)∣∣∣
Ż=G−1(Z)r

=
(
r⊤Ż − L(Z, Ż)

)∣∣∣
Ż=G−1(Z)r

=
1

2
r⊤G(Z)−1r − log pL(Z).

哈密顿动力学系统的一个重要性质就是可保持未归一化密度函数为 exp{−H(x)}
的分布不变。这一分布正是上面所定义的增广变量 x的目标分布 pL(x)。但由于哈

密顿动力学系统无法使用随机梯度，本节将设计一个新的也以 pL(x)为平稳分布

的动力学系统。

在Ma等人 [120]的完备表示形式（参见 2.2节及式 (2-2)）下，为 SGGMC的动
力学系统定义其扩散矩阵（diffusion matrix）D(x)和卷曲矩阵（curl matrix）Q(x)
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如下：

D(x) =

0 0

0 J(Z)⊤CJ(Z)

 , Q(x) =

0 −I
I 0

 ,

其中，C 是任一个 n× n维对称正定矩阵，而 n×m维满秩矩阵 J(Z)定义为：

J(Z)ij =
∂Ξi(Z)

∂Zj
. (3-1)

继而根据式 (2-2)，所对应的动力学系统为：
dZ = G−1r dt,

dr = ∇Z log pL(Z) dt− 1

2
∇Z log |G| dt− J⊤CJG−1r dt

− 1

2
∇Z

[
r⊤G−1r

]
dt+N (0, 2J⊤CJ dt).

(3-2)

gSGNHT 的动力学系统 除了动量变量 r ∈ Rm 外，gSGNHT 方法为目标
变量 Z 又引入一个称作恒温器（thermostats）的变量 ξ ∈ R，并考虑增广
变量 x = (Z, r, ξ) ∈ R2m+1。为增广变量 x 引入如下目标分布：pL(x) =

pL(Z)|G(Z)|−
1
2 exp{−1

2
r⊤G(Z)−1r− m

2
(ξ−C)2}，其中 C ∈ R+是一个标量。此增

广目标分布关于目标变量 Z 的边缘分布仍然是目标分布 pL(Z)。为 gSGNHT的动
力学系统定义其扩散矩阵 D(x)和卷曲矩阵 Q(x)如下：

D(x) =


0 0 0

0 CG(Z) 0

0 0 0

 , Q(x) =


0 −I 0

I 0 r/m

0 −r⊤/m 0

 .

根据式 (2-2)，可以得到 gSGNHT的动力学系统为：
dZ = G−1r dt,

dr = ∇Z log pL(Z) dt− 1

2
∇Z log |G| dt− ξr dt− 1

2
∇Z

[
r⊤G−1r

]
dt+N (0, 2CG dt),

dξ = (
1

m
r⊤G−1r − 1) dt.

(3-3)

这两个动力学系统均为原创。它们的平稳分布对目标变量 Z 的边缘分布都是

目标分布 pL(Z)，因而都可以正确采样。它们分别是 SGHMC和 SGNHT方法在黎
曼流形上的拓展。如此形式的动力学系统也适合开发二阶测地线积分器进行模拟，

这是相较于 SGRHMC方法的优势。
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3.2.2 嵌入空间中的模拟

本节将为所开发的动力学系统设计积分器用于离散时间的数值模拟。本节使

用对称分解积分器（symmetric splitting integrator, SSI）框架 [113]为它们设计积分器，

这样可以保证所设计的积分器是二阶的。SSI框架的想法是首先将动力学系统分解
为闭式可解的若干部分，然后用这些闭式解交替模拟这些子动力学系统。GMC方
法的积分器虽然也属于 SSI框架，但却不适合所提动力学系统，因为它无法处理
扩散过程。所以本节需要为所提动力学系统重新开发积分器。但本节会采用 GMC
所使用的流形嵌入技术以及测地线积分器技术，从而可以解除流形必须有全局坐

标系的限制，并摆脱内循环。本节将首先分解两个动力学系统，然后将各子动力

学系统的闭式解表示在嵌入空间中，最后根据 SSI框架得出对应的算法。
参考 2.1.2.4节，考虑黎曼流形M 的 n维欧氏等距嵌入空间 Rn（n ⩾ m），并

记其嵌入映射为 Ξ : M → Rn。通过此映射，可将流形上的点（或视作坐标系）Z

表示为嵌入空间中的点 y := Ξ(Z)，并将流形上的动量（余切向量）r表示为嵌入

空间中的动量 s := Ξ∗(r)（Ξ∗表示在映射 Ξ下的前推）。

SGGMC的积分器 SGGMC的动力学系统（式 (3-2)）可被分解为：

A:


dZ = G−1r dt,

dr = − 1

2
∇Z

[
r⊤G−1r

]
dt,

(3-4a)

B:

dZ = 0,

dr = − J⊤CJG−1r dt,
(3-4b)

O:


dZ = 0,

dr = ∇Z log pL(Z) dt− 1

2
∇Z log |G(Z)| dt+N (0, 2J⊤CJ dt).

(3-4c)

子动力学系统 A的闭式解正是流形上的测地流（geodesic flow）（Abraham等
人 [143]，定理 3.7.1），这与 GMC方法的情况类似。形象地来说，子动力学系统 A
（式 (3-4a)）描述了不受任何力作用而自由地在流形上运动的粒子，而这种运动在
黎曼流形领域正是由测地流来描述的。在欧氏空间中，这样的运动就是匀速直线

运动：

（欧氏空间测地流）A: y(t) = y(0) + s(0) t, s(t) = s(0),

而在超球面 Sn−1上，这样的运动是沿着超球面上大圆（过球心的超平面与超球面
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的交线）作旋转的运动：

（超球面测地流）A:

y(t) = y(0) cos(∥s(0)∥ t) +
(
s(0)/∥s(0)∥

)
sin(∥s(0)∥ t),

s(t) = − ∥s(0)∥ y(0) sin(∥s(0)∥ t) + s(0) cos(∥s(0)∥ t).

由于这个形式是在超球面 Sn−1 的等距嵌入空间 Rn 中写出的，因而不需要考虑超

球面的坐标系的情况，所以虽然它没有全局坐标系但仍然可以用此方法进行模拟。

这样的使用流形的测地流进行动力学模拟的方法即为测地线积分器。

子动力学系统B和O就与GMC不同了。下面将首先把这两个子动力学系统表
达在嵌入空间中，再在嵌入空间中求得闭式解。注意到在式 (3-4b)和式 (3-4c)中 Z

不随时间变化，因而对应的嵌入空间中的表示 y也是常量，即 dy = 0。为了得到动

量的变化规律在嵌入空间中的表示，这里首先需要推导出一些必需的结论。首先，

在待采样流形M 的坐标系中，由我们在上一节 3.2.1中的推导，可知动量 r与速度

Ż =
dZ
dt
的关系：r = G(Z)Ż。类似地，由于本节所考虑的嵌入空间是欧氏的，即黎

曼度量矩阵是单位矩阵，因而在嵌入空间中动量 s（即余切向量对偶在切空间中的

切向量）与速度 ẏ :=
dy
dt
的关系为 s = ẏ，而嵌入空间中的速度 ẏ与坐标空间中的

速度 Ż 的关系为：ẏ =
dΞ(Z)

dt
=

(
m∑
j=1

∂Ξi(Z)

∂Zj

dZj

dt

)n

i=1

=

(
m∑
j=1

Jij
dZj

dt

)n

i=1

= JŻ。

根据类似的推导，可以得到 ∇Z = J⊤∇y。值得注意的是，这些已知的关系可以

推得 s = ẏ = JŻ = JG−1r，这就将两个空间中的动量联系了起来。这个结果

与直接使用上文中所提到的嵌入空间中动量的定义 s := Ξ∗(r)得到的二者的关系

是一样的。这正是等距嵌入的好处。等距嵌入的另外一个性质是 G(Z) = J⊤J。

最后，与在流形M 的坐标系中方便使用勒贝格测度不同，在嵌入空间中的流形

Ξ(M )上使用豪斯多夫测度（Hausdorff measure）会更加自然。这个测度是 Rn 中

的勒贝格测度在 Ξ(M )上的限制。记目标分布在嵌入空间中关于豪斯多夫测度的

密度函数为 p(y)，它与在坐标空间中关于勒贝格测度的密度函数 pL(Z)的关系为：

p(y) = pL(Z)/
√
|G(Z)|（参见 2.1.2.5节）。

根据这些知识便可得到子动力学系统 B 和 O 在嵌入空间中的形式。将 r =

G(Z)Ż，∇Z = J⊤∇y及 p(y) = pL(Z)/
√
|G(Z)|代入式 (3-4b)和式 (3-4c)中，并注

意到 Z 是常量，可得：

B:

dy = 0,

G(Z) dŻ = −J⊤CJŻ dt,
O:

dy = 0,

G(Z) dŻ = J⊤∇y log p(y) dt+ J⊤N (0, 2C dt).

36



第 3章 随机梯度测地线MCMC方法

在上面两个动力学系统的动量方程上左乘 J(Z)G(Z)−1可得：

B:

dy = 0,

d(JŻ) = −JG(Z)−1J⊤CJŻ dt,
O:


dy = 0,

d(JŻ) = JG(Z)−1J⊤∇y log p(y) dt,

+ JG(Z)−1J⊤N (0, 2C dt).

再利用 s = JŻ 及 G = J⊤J，可得：

B:

dy = 0,

ds = −J(J⊤J)−1J⊤Cs dt,
O:


dy = 0,

ds = J(J⊤J)−1J⊤
(
∇y log p(y) dt

+N (0, 2C dt)
)
.

(3-5)

最后，对于矩阵 J(Z)，考虑用变量 y作为其自变量，即 J(y) := J(Ξ−1(y))。至此

本节推导出了子动力学系统 B和 O在嵌入空间中的表达形式。
此表达形式可以进一步简化为更直观且易于计算的形式。首先，J(J⊤J)−1J⊤

这一项是将 Rn 中的向量朝向矩阵 J 的列空间（column space）的正交投影。矩阵
J 的列空间是 J 的各列所张成的线性空间，它可表达为 Col(J) := { Jθ | θ ∈ Rm }
（注意 J 的维数是 n×m且 n ⩾ m）。由于此处所考虑的矩阵 J 是满秩的，因此它

的列空间 Col(J)是 Rn的m维线性子空间，因而对于 Rn中的任意一点 y，都可以

进行如下正交分解：

y = y∥ + y⊥, y∥ ∈ Col(J), y⊥ ∈
(
Col(J)

)⊥
, (3-6)

其中
(
Col(J)

)⊥
:=
{
v ∈ Rn

∣∣ ∀u ∈ Col(J), u⊤v = 0
}
是 Col(J)在 Rn 中的正交补

空间。由线性代数的知识，这个正交分解是唯一的。下面将求得这个唯一的 y∥关

于 y 及 J 的表达式。将 y∥ 表示为 Jθy，其中 θy ∈ Rm。因此 y⊥ = y − Jθy。由

于 y⊥ ∈
(
Col(J)

)⊥，因而由正交补空间的定义及列空间的表达形式可知，∀θ ∈
Rm, (Jθ)⊤y⊥ = θ⊤J⊤(y − Jθy) = 0。由 θ的任意性，可知 J⊤(y − Jθy) = 0，即

θy = (J⊤J)−1J⊤y,

y∥ = Jθy = J(J⊤J)−1J⊤y. (3-7)

因此 J(J⊤J)−1J⊤即为将Rn中向量 y投影到 J 的列空间 Col(J)上的正交投影。此
处将此正交投影记为 Λ。

其次，正交投影 Λ可以表示为另外一种更加方便的形式。定义 n× (n−m)维

矩阵 P 为 Rn 的 n −m维线性子空间
(
Col(J)

)⊥ 的一组标准正交基按照列的方式
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排列起来所得的矩阵。由定义有 P⊤P = In−m。利用矩阵 P，可以将正交补空间(
Col(J)

)⊥表示为 {
Pϑ

∣∣ ϑ ∈ Rn−m
}
。以此观点来看 Rn中的正交分解（式 (3-6)），

可以将 y⊥ 表示为 Pϑy，其中 ϑy ∈ Rn−m。由于 y∥ = y − Pϑy 是 Col(J)中的元素，
因此它与

(
Col(J)

)⊥中的任意元素 Pϑ都正交，亦即 (Pϑ)⊤(y−Pϑy) = 0。由 ϑ的

任意性，可得 P⊤(y − Pϑy) = 0，即

ϑy = (P⊤P )−1P⊤y = P⊤y,

y∥ = y − Pϑy = (In − PP⊤)y.

对比式 (3-7)，可发现正交投影 Λ也可以使用 In − PP⊤ 来表达。这个表达形式的

方便性和计算经济性将会在后面考虑超球面这个实例的时候加以具体说明。

值得一提的是，J(y) 的列空间 Col(J(y)) 正是流形 M 在嵌入空间中的表示

Ξ(M )在 y处的切空间 TyΞ(M )。这是因为，根据矩阵 J的定义（式 (3-1)），矩阵 J(y)

的第 j列是
(
∂Ξi(Z)

∂Zj

)m

i=1

，其中Z = Ξ−1(y)。而另一方面，流形M 在Z处的切向量

∂Zj 在 Ξ下的前推（push-forward）是 Ξ∗(∂Zj) :=
(
∂Zj [yi ◦ Ξ]

)
∂yi =

∂Ξi(Z)

∂Zj
∂yi，因此

矩阵 J(y)的第 j 列正好就是切向量 ∂Zj 的前推在嵌入空间的切空间基底 {∂yi}ni=1

下的坐标。由于切向量集 {∂Zj}mj=1所张成的线性空间就是流形M 的切空间 TZM，

因此它们的前推
{
∂Ξi(Z)

∂Zj
∂yi

}m

j=1

所张成的线性空间，或者等价地说矩阵 J(y)的

列空间 Col(J(y))，就是切空间 TZM 的前推 Ξ∗(TZM )。进一步，由等距嵌入的性

质，亦即原流形M 的几何结构在等距嵌入空间 Rn中的体现是与 Ξ(M )在欧氏空

间Rn中的几何结构相吻合的，可以发现切空间 TΞ−1(y)M 的前推空间 Ξ∗(TZM )就

是 Ξ(M )在 Rn中的切空间 TyΞ(M )。因此可以说，矩阵 J(y)的列空间 Col(J(y))
就是 TyΞ(M )，而 Λ(y)就是在 Rn中向 TyΞ(M )的正交投影。

最后，本节将利用这些知识来求解子动力学系统 B和 O。通过将 J(J⊤J)−1J⊤

表达为 Λ，可将式 (3-5)写为：

B:

dy = 0,

ds = Λ(y)Cs dt,
O:

dy = 0,

ds = Λ(y)
(
∇y log p(y) dt+N (0, 2C dt)

)
.
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注意到这两个动力学系统中 y都是常量，可得到它们的闭式解为：

B:

y(t) = y(0),

s(t) = expm
(
−Λ
(
y(0)

)
Ct
)
s(0),

O:


y(t) = y(0),

s(t) = s(0) + Λ
(
y(0)

)(
∇y log p

(
y(0)

)
t

+N (0, 2Ct)
)
,

(3-8)

其中 expm(J) :=
∞∑
i=0

J i

i!
表示矩阵的指数映射（exponential map）。对于 C 是标量的

情况，可以进一步化简子动力学系统 B：

s(t) = expm
(
−Λ
(
y(0)

)
Ct
)
s(0) =

∞∑
i=0

(
−Λ
(
y(0)

)
Ct
)i
s(0)

i!
=

∞∑
i=0

(−Ct)iΛi
(
y(0)

)
s(0)

i!
.

而由于 s(0) = ẏ(0)已经在切空间 Ty(0)Ξ(M )中了，因此无论经 Λ
(
y(0)

)
投影多少

次它还是不变，亦即对于任意自然数 i，Λi
(
y(0)

)
s(0) = s(0)。因此子动力学系统 B

可表示为：

s(t) =
∞∑
i=0

(−Ct)is(0)
i!

= s(0)
∞∑
i=0

(−Ct)i

i!
= exp(−Ct)s(0).

为更进一步说明子动力学系统 B的行为，可对无穷小的 t进行展开至一阶，得到：

s(t) ≈ (1− Ct)s(0).

这个正是 SGHMC方法中为控制梯度噪声带来的影响而在动力学系统中添加的摩
擦力项。本节的推导发现这个摩擦力项可以推广到流形上，只不过需要通过等距

嵌入空间中的动量 s来体现，而不是通常的坐标空间中的动量 r。对于 SGHMC方
法来说这两者是一样的，但对本节所考虑的情况这两者则会不同，例如 s只能取

在切空间内，而 r则可以在坐标空间 Rm的一个开子集内任意选取。

下面分析超球面这个具体的例子，通过两种方式得到正交投影 Λ(y)，来

展示使用矩阵 P 来表达 Λ(y)（式 (3-8)）的自然与简洁。由于超球面 Sn−1 :=

{ y ∈ Rn | ∥y∥ = 1 }本身就在 Rn中定义，且其结构也由 Rn处继承，因此 Rn就是

Sn−1的等距嵌入空间，且等距嵌入映射为 Ξ : Sn−1 → Rn, y 7→ y。

首先考虑通过矩阵 J 来计算正交投影 Λ = J(J⊤J)−1J⊤。由于 J 是与坐标

系的选取有关，需要先为超球面 Sn−1 选择一个局部坐标系。考虑它的上半球面(
Sn−1

)+
:=
{
y ∈ Sn−1

∣∣ yn > 0
}
这个局部。它可以被映射到 Rn−1上，例如通过如

下映射：

Φ :
(
Sn−1

)+ → Rn−1, (y1, · · · , yn−1, yn)⊤ 7→ (y1, · · · , yn−1)⊤.
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此映射（在其像集上）可逆，其逆映射为：

Φ−1(Z1, · · · , Zn−1) =
(
Z1, · · · , Zn−1, yn(Z)

)⊤
,

其中 yn(Z) :=

√√√√1−
n−1∑
i=1

(Zi)2。易知此映射及其逆映射都是连续的，即此映射是一

个同胚（homeomorphism），因而
((
Sn−1

)+
,Φ
)
是超球面 Sn−1 的一个局部坐标系。

在此坐标系下，由定义（式 (3-1)）可知矩阵 J 为：

J(Z) =

 In−1

−Z⊤/yn(Z)

 ,

且

J(Z)⊤J(Z) = In−1 +
ZZ⊤(
yn(Z)

)2 .
由谢尔曼-莫里森公式（Sherman-Morrison formula） [144]可得：(

J(Z)⊤J(Z)
)−1

= In−1 − ZZ⊤.

根据由矩阵 J 所表达的正交投影 Λ（式 (3-7)），可得

Λ(Z) = J(J⊤J)−1J⊤ =

In−1 − ZZ⊤ −yn(Z)Z
−yn(Z)Z⊤ 1−

(
yn(Z)

)2
 = In − Φ−1(Z) Φ−1(Z)⊤,

而若用 y = Ξ(Φ−1(Z))表达，则可得嵌入空间中的表达式：

Λ(y) = In − yy⊤, y ∈ Ξ
((
Sn−1

)+)
.

由于在嵌入空间中的正交投影与流形M 的局部坐标系无关，因此上式对于整个流

形 Sn−1都成立。

然后考虑利用正交补空间的标准正交基矩阵 P 来直接在嵌入空间中计算正

交投影 Λ(y)。对于等距嵌入在 Rn 中的球面 Sn−1 来说，其在嵌入空间中的表示

Ξ(Sn−1)就是它自身 Sn−1。因此它在点 y 处的切空间 TySn−1 就是一个在点 y 处与

球面 Sn−1 相切的 n − 1维超平面。此平面垂直于向量 y，因此这个切空间的一维

正交补空间就是向量 y 所张成的线性空间，即沿着向量 y 方向的直线。由于 y 本

身就是归一的，因此 y就是这个空间的标准正交基。根据由矩阵 P 所表达的正交

投影 Λ（式 (3-8)），立即可得：

Λ(y) = In − yy⊤.

可见通过这种方式可以更加方便直观地得到正交投影 Λ的表达式。
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gSGNHT的积分器 将 gSGNHT的动力学系统（式 (3-3)）以类似的方式分解为：

A:


dZ = G−1r dt,

dr = − 1

2
∇Z

[
r⊤G−1r

]
dt,

dξ =
( 1

m
r⊤G−1r − 1

)
dt,

(3-9a)

B:


dZ = 0,

dr = − ξr dt,

dξ = 0,

(3-9b)

O:


dZ = 0,

dr = ∇Z log pL dt− 1

2
∇Z log |G| dt+N (0, 2CG dt),

dξ = 0.

(3-9c)

对于子动力学系统 A（式 (3-9a)），Z 与 r 的解与 SGGMC 相同，即测地流。对
这个动力学系统的模拟即为测地线积分器。关于恒温器变量 ξ 的求解，首先可从

式 (3-9a)中 Z 与 r的方程推出 r⊤G−1r是常量：
d
dt
[
r⊤G(Z)−1r

]
= ∇Z

[
r⊤G(Z)−1r

]⊤
Ż + 2

[
G(Z)−1r

]⊤
ṙ = −2ṙ⊤Ż + 2Ż⊤ṙ = 0.

事实上，对于等距嵌入，有如下关系：

r⊤G−1r = (G−1r)⊤G(G−1r) = Ż⊤(J⊤J)Ż = (JŻ)⊤(JŻ) = s⊤s,

而
1

2
s⊤s正是这个动力学系统中的动能，在子动力学系统 A亦即不受外力的自由

运动中是守恒的，因而这也能说明 r⊤G−1r是常量。基于此，恒温器变量 ξ的解为：

ξ(t) = ξ(0) +

(
1

m
s(0)⊤s(0)− 1

)
.

这个形式与 SGNHT方法中 ξ 的动力学系统是对应的。而本节工作发现使用等距

嵌入空间中的动量 s可将这个形式推广到黎曼流形上。

子动力学系统 B（式 (3-9b)）可用类似上述 SGGMC的方式求解：

s(t) = exp
(
− ξ(0)t

)
s(0).

它对无穷小时间 t的一阶展开复现了 SGNHT中自适应地平衡摩擦力项和梯度噪声
的过程，而本节工作将这个过程推广到了黎曼流形上。子动力学系统 O（式 (3-9c)）
的解与 SGGMC的相同。这两个子动力学系统中 ξ都是常量，即 ξ(t) = ξ(0)。
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算法 1 SGGMC方法的采样过程
1: 随机初始化 y(0) ∈ Ξ(M )；从标准高斯中采取 s ∼ N (0, I) 并做投影 s(0) ←

Λ(y(0))s；

2: 对 k = 1, 2, · · · ,执行操作:
3: A：使用测地流为 (y, s)赋值：(y, s)← GeodFlow εk

2
(y(k−1), s(k−1))；

4: B：s← exp
(
−Cεk

2

)
s；

5: O：从原数据集 D 中随机采取一个固定大小的子数据集 D̃ 来估计随机梯度

∇̃y log p(y)，并作更新：
s← s+ Λ(y)

[
∇̃y log p(y)εk +N

(
0, (2C − εkΣ(y))εk

)]
；

6: B：s← exp
(
−Cεk

2

)
s；

7: A：使用测地流赋值：(y(k), s(k))← GeodFlow εk
2
(y, s)。无MH测试。

8: 结束

最终算法 现在考虑使用随机梯度进行模拟的情况。随机梯度只会影响两个动力

学系统共有的子动力学系统 O。参照式 (1-1)，随机梯度可以表示为：

∇̃y log p(y) = ∇y log p(y) +N
(
0,Σ(y)

)
,

其中 Σ(y)是随机梯度噪声的协方差矩阵。基于此，可以将子动力学系统 O的解表
示为：

s(t) = s(0) + Λ
(
y(0)

) [
−∇̃y log p

(
y(0)

)
t+N

(
0, 2Ct− Σ

(
y(0)

)
t2
) ]
. (3-10)

其中随机梯度噪声的协方差矩阵 Σ(y)可通过参照 Ahn等人 [145]的做法，估计为经

验费舍尔信息矩阵（empirical Fisher information matrix）。不过更加实用的方法是直
接将它估计为零。这样做的理由在于，进行动力学系统的离散时间模拟时，所取

的时间步长（step size）t都是很小的，因而相较于动力学系统带来的随机扩散噪
声的协方差 2Ct，随机梯度的噪声的协方差 Σt2 是它的高阶小量，所以可以忽略。

这个做法也由 Chen等人 [113]的工作所支持。

最后，根据 SSI框架，整个动力学系统的模拟可以通过交替地以“ABOBA”的
模式分别用闭式解模拟每个子动力学系统。具体来说，对于选定的时间步长 ε，整

个动力学系统的一步模拟包括先将子动力学系统 A和 B向前模拟 ε/2时间，再将

子动力学系统 O向前模拟 ε时间，最后再将子动力学系统 B和 A向前模拟 ε/2时

间。与其他的随机梯度MCMC方法类似，这里也为所提方法省略梅特罗波利斯-海
斯廷斯取舍测试（Metropolis-Hastings rejection test，MH测试），因为动力学系统可
保证准确采样，而动力学系统的模拟的误差可以得到控制 [113]。此外，每次MH测
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算法 2 gSGNHT方法的采样过程

1: 随机初始化 y(0) ∈ Ξ(M )；从标准高斯中采取 s ∼ N (0, I) 并做投影 s(0) ←
Λ(y(0))s；做赋值 ξ(0) ← C；

2: 对 k = 1, 2, · · · ,执行操作:
3: A：使用测地流为 (y, s) 赋值：(y, s) ← GeodFlow εk

2
(y(k−1), s(k−1))；做赋值

ξ ← ξ(k) +

(
1

m
s(k−1)⊤s(k−1) − 1

)
εk
2
；

4: B：s← exp
(
−ξ εk

2

)
s；

5: O：从原数据集 D 中随机采取一个固定大小的子数据集 D̃ 来估计随机梯度

∇̃y log p(y)，并作更新：
s← s+ Λ(y)

[
∇̃y log p(y)εk +N

(
0, (2C − εkΣ(y))εk

)]
；

6: B：s← exp
(
−ξ εk

2

)
s；

7: A：使用测地流赋值：(y(k), s(k)) ← GeodFlow εk
2
(y, s)；做赋值 ξ(k) ← ξ +(

1

m
s⊤s− 1

)
εk
2
。无MH测试。

8: 结束

试需要遍历整个数据集，因而会抵消在动力学系统的模拟中使用随机梯度的好处，

也就是说使用MH测试会丢失可扩展性。SGGMC和 gSGNHT方法的算法步骤分
别列于算法 1和算法 2中（针对 C 选为标量的情况）。

对于 SGGMC和 gSGNHT方法，步长系列（step size scheme）{εk}推荐选择
为一个固定的数字 ε。尽管一个缩减的步长系列（例如 Chen等人 [113] 中所提到的

εk ∝ k−λ 系列，其中参数 λ ∈ (0, 1)）可以有更多的理论保证（例如即使随机梯度

不是无偏的情况下，所采样本的均值也可以是渐进无偏的 [113]），但这些好处可能

在实际中很难体现出来，反而后期过小的步长会使方法在实际中收敛变慢。

算法中的参数，即步长 ε和标量参数 C 可通过与 SGHMC [115] 类似的方式进

行选择。通过引入单批学习率（per-batch learning rate）b和动量系数（momentum
coefficient）ς 这两个标量参数，可以进行如下设定：ε =

√
b/|D | and C = ς/ε。通

常 b和 ς 在 0.1和 0.01附近取值。

3.3 球面混合模型的高效后验推理算法

本节考虑将所提的 SGGMC和 gSGNHT方法用于富有挑战性的球面混合模型
（spherical admixture model, SAM）[22] 的后验推理任务上。SAM 模型是一个结构与
隐式狄利克雷分配模型（latent Dirichlet allocation, LDA） [19] 类似的层次化贝叶斯
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图 3.1 SAM模型的结构。

话题模型，但它能够处理超球面数据（即每个数据点都在超球面 Sn−1 上的数据），

例如由归一化词频-逆篇频（term frequency-inverse document frequency, tf-idf）特征
所表示的文档数据。它使得层次化贝叶斯模型能够处理更加丰富的数据特征形式，

并且与 LDA模型相比，它能够直接地为单词的缺失而建模因而能够学到数据更有
代表性的特征。

SAM模型使用冯·米塞斯-费舍尔分布（von Mises-Fisher distribution, vMF）[146]

来为超球面上的随机变量建模。vMF分布是超球面 Sn−1上的单峰最大熵分布。它

有两个参数：均值 λ ∈ Sn−1 和集中度 κ ∈ R+。它在超球面 Sn−1 的等距嵌入空间

Rn里关于豪斯多夫测度的概率密度函数为：

vMF(y|λ, κ) = cn(κ) exp(κλ⊤y), y ∈ Sn−1,

其中归一化系数 cn(κ) := κn/2−1/
(
(2π)n/2In/2−1(κ)

)
，而 Ik(·)是 k阶第一类修正贝

塞尔函数（modified Bessel function of the first kind in order k）。由于 vMF分布的使
用，本章之后部分的内容中所涉及的概率密度函数都是关于嵌入空间中的豪斯多

夫测度而定义的，因而可以直接使用算法 1和算法 2。
SAM模型的结构如图 3.1所示。模型中观测数据是 X = {Xd}|D |

d=1，其中每一

个数据点 Xd 都是超球面 Sn−1 上的点。模型的隐变量包括话题变量（topic）β =

{βτ}Tτ=1（βτ ∈ Sn−1），文档的话题配比变量（topic proportion）θ = {θd}|D |
d=1（θd是 T−1

维单纯形上的点），和整个数据集的均值 λ ∈ Sn−1。模型超参数为 (λ0, κ0, σ, α, κ)。

模型的生成过程为：

• 采取数据集均值 λ ∼ vMF(λ|λ0, κ0)；
• 对于每一个 τ = 1, · · · , T，采取话题 βτ ∼ vMF(βτ |λ, σ)；
• 对于每一个 d = 1, · · · , |D |，采取话题配比 θd ∼ Dir(θd|α) 和数据点 Xd ∼

vMF(Xd|X̄(β, θd), κ)，其中 X̄(β, θd) :=
βθd
∥βθd∥

（β 为各话题按列排列起来的

矩阵 (β1, · · · , βT )）是各话题在球面上的近似加权平均。
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依照此生成过程，可以写出数据和隐变量的联合分布：

p(X,λ, β, θ) = vMF(λ|λ0, κ0)
T∏

τ=1

vMF(βτ |λ, σ)
|D |∏
d=1

Dir(θd|α)vMF(Xd|X̄(β, θd), κ).

对 SAM模型进行贝叶斯推理即是估计话题隐变量的后验分布，即 p(β|X)。由

于它的闭形式无法求得，人们需要使用各种近似方法对它进行估计。提出此模型

的原论文 [22]中作者给出了一个变分推理方法（variational inference, VI），其中超球
面 Sn−1 的限制是通过反复地对 Rn 中的向量进行归一化进行的。但这个方法基于

平均场（mean-field）假设，这严重限制了它的近似能力和近似精度。考虑MCMC
方法可以得到渐进准确的近似，但超球面 Sn−1 的限制为 MCMC方法的实现带来
了挑战，例如上述归一化的方法就很难直接用于MCMC的模拟中，因为归一化的
操作可能会改变马尔可夫链的平稳分布。提出此模型的原论文 [22]中作者也尝试了

一个简单的MCMC方法，但那个方法是基于随机游走MH测试的方法。由于缺少
有针对性的动力学系统的引导，这个方法产生的样本的自相关性会非常高，因此

收敛得极慢。实际中的表现也很不如意，甚至没有 VI的结果好。之后便没有人再
尝试使用MCMC方法解决 SAM模型的后验推理问题了。由于后验分布定义在超
球面这个没有全局坐标系的流形上，因而大多数的黎曼流形采样方法都很难适用

于此任务，包括前面提到的 SGRLD和 SGRHMC。目前只有 CHMC和 GMC两个
方法可以用来解决这个任务，但它们都不是可扩展的方法。而所提的 SGGMC和
gSGNHT方法不仅可以适用于解决此任务，还具有可扩展性的优势来高效处理大
规模数据集。

现在展示如何使用 SGGMC和 gSGNHT方法来直接从后验分布 p(β|X)中来

采样。首先注意到，数据集均值 λ这个隐变量可以解析地被积分掉。具体来说，考

虑将 p(X,λ, β, θ)中与 λ有关的部分对 λ进行积分：∫
Sn−1

vMF(λ|λ0, κ0)
T∏

τ=1

vMF(βτ |λ, σ) dλ

= cn(κ0)cn(σ)
T

∫
Sn−1

exp
(
λ̄(β)⊤λ

)
dλ = cn(κ0)cn(σ)

T cn(
∥∥λ̄(β)∥∥)−1,

其中 λ̄(β) := κ0λ0+σ
T∑

τ=1

βτ。因此将 p(X,λ, β, θ)对 λ进行积分，得到剩下的变量

(X, β, θ)的联合分布为：

p(X, β, θ) = cn(κ0)cn(σ)
T cn(

∥∥λ̄(β)∥∥)−1

|D |∏
d=1

Dir(θd|α)vMF(Xd|X̄(β, θd), κ). (3-11)
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要从目标分布 p(β|X)中采样，SGGMC和 gSGNHT只需要知道梯度∇β log p(β|X)

的一个随机估计即可。然而这仍然需要将局部隐变量 θ 积分掉。这个积分无法解

析地计算，但所需要的梯度却可以通过 Du 等人 [147] 所开发的双重随机梯度技术

（doubly-stochastic gradient），使用 θ的样本将它积分掉。具体来说，注意到所需梯

度可以写为：

∇β log p(β|X) =
1

p(β|X)
∇β

∫
p(β, θ|X) dθ

=

∫
∇βp(β, θ|X)

p(β|X)
dθ =

∫
p(β, θ|X)

p(β|X)

∇βp(β, θ|X)

p(β, θ|X)
dθ

= Ep(θ|β,X) [∇β log p(β, θ|X)] , (3-12)

其中 ∇β log p(β, θ|X) = ∇β log p(X, β, θ) 是已知的（参见式 (3-11)） ，而

对 p(θ|β,X) 的期望则可通过此分布的样本 {θ(l)}Ll=1 来估计：∇β log p(β|X) ≈
1

L

L∑
l=1

∇β log p(X, β, θ(l))。由于样本 {θ(l)}Ll=1 处在 T − 1 维单纯形上，因而可以

使用 GMC [44]从它们的目标分布 p(θ|β,X)中采样（单纯形上的测地流和正交投影

参见 Byrne 等人 [44] 的附录 A），这需要知道 p(θ|β,X) 的一个未归一化密度函数

即可。由于 p(θ|β,X) ∝ p(X, β, θ)（看作关于 θ的函数）且 p(X, β, θ)已知（参见

式 (3-11)），因而这种估计方式是可行的。
最后，为了实现可扩展性，考虑在每次需要估计梯度时随机选取原大规模数

据集 D 的一个小的子数据集 |D̃ |（其大小 |D̃ |是一个给定的固定值）并在它上面
计算双重随机梯度。具体来说，如果将 D̃ 用被选中的数据点在原数据集D 中的编

号来表示，那么梯度的估计为：

∇̃β log p(β|X) = −∇β log cn(
∥∥λ̄(β)∥∥) + κ

|D |
L|D̃ |

L∑
l=1

∑
d∈D̃

X⊤
d X̄(β, θ

(l)
d ). (3-13)

有了这个估计方法，就可以使用 SGGMC和 gSGNHT进行 SAM模型的后验推理
了。具体的算法步骤参见算法 3。

3.4 实验

此部分展示所提的 SGGMC和 gSGNHT方法在实际问题中准确性和效率方面
的优势，包括在合成数据（synthetic data）和真实数据上的实验表现。合成数据上
的实验中只考察 SGGMC方法，因为 gSGNHT方法的使用恒温器变量的优势已经
在 Ding等人 [119]的工作中展现。真实数据上的实验则会展示两种方法的优势。
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算法 3使用 SGGMC/gSGNHT的 SAM模型后验推理

1: 随机初始化话题变量 β(0)。

2: 对 i = 1, 2, · · ·执行操作:
3: 从整个数据集 D 随机选取一个子数据集 D̃（以数据点在 D 中的编号表示）；

4: 对 d ∈ D̃ 执行操作:
5: 使用 GMC方法从 p(θd|β(i−1), Xd)中采取 L个样本 {θ(l)d }

L
l=1；

6: 结束

7: 使用 SGGMC（算法 1）或 gSGNHT（算法 2）从 p(β|X)中采取一个样本 β(i)，

其中随机梯度由式 (3-13)计算。
8: 结束

3.4.1 简单模拟实验

本节首先通过一个梯度噪声已知的理想情景实验来展示 SGGMC的正确性和
可用性。为方便展示结果，本节考虑从嵌入在 R2 中的圆环（即一维球 S1）上进

行采样的任务。实验中所选择的目标分布为 p(Z) ∝ exp(5θ⊤1 Z) + 2 exp(5θ⊤2 Z)，其
中 Z, θ1, θ2 ∈ S1，且 θ1 = −θ2 =

π

3
（用与 +x轴方向的夹角表示）。用于 SGGMC

方法的随机梯度是通过给真实梯度加上高斯噪声N (0, 1000I)来制造的，并且在采

样过程中使用这个已知噪声的方差作为式 (3-10)中的随机梯度噪声协方差矩阵 Σ。

GMC和 SGGMC方法均使用步长 ε = 0.01，而 SGGMC方法使用动量系数 ς = 0.1

（参见 3.2.2节最后）。角度空间（S1的一个局部坐标系）中的经验分布通过直方图

（histogram）的方式来绘制，并取桶宽（bin size）为 0.1。
实验结果展示于图 3.2中。左图在嵌入空间 R2 中展示了 SGGMC所采的 100

个样本以及它所采的 10,000个样本的经验分布（empirical distribution），而右图在
角度空间（S1 的一个局部坐标系）中展示了 GMC和 SGGMC方法所采的 10,000
个样本的经验分布以及与真实分布的对比。从这些结果中可以发现，虽然梯度中

有了噪声，但通过合适的动力学系统，SGGMC仍然可以正确采样。
值得强调的是，尽管这个采样任务也可以通过在球坐标系（几乎是全局坐标

系）中使用如 SGRLD这样的可扩展的黎曼流形采样方法来完成，但这个做法过于
繁杂，因为这种情况下需要计算坐标系中诸如黎曼度量矩阵等量，并且在坐标系

的边界上必须要考虑一些特殊的操作，例如反弹等。数值不稳定性也会出现。这

些复杂的情况会随着维度的增长而变得越来越明显。而所提方法是在嵌入空间中

进行的，因此上述问题都可以得到避免，且能够优雅地拓展到高维情况下。
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图 3.2 简单模拟实验结果：(a) SGGMC所采的样本及经验分布；(b)经验分布与真实分布
的比较。

3.4.2 合成数据实验

本节接下来将在一个简单的贝叶斯后验推理任务上考察 SGGMC 的正确性。
这里考虑Welling等人 [60] 在合成数据实验中所使用的模型的球面版本，即一维球

面 S1上 vMF分布的等权混合模型：

p(Z1) = vMF(Z1|e1, κ1), p(Z2) = vMF(Z2|e1, κ2),

p(X|Z1, Z2) ∝ vMF(X|Z1, κX) + vMF(X|λ, κX),

其中单位向量 e1 = (1, 0)，混合均值 λ :=
Z1 + Z2

∥Z1 + Z2∥
。此模型的后验推理任务即为

给定了数据集 D = {Xi}|D |
i=1 之后近似隐变量的后验分布 p(Z1, Z2|D)，其未归一化

密度函数为：

p(Z1, Z2|D) ∝ p(Z1, Z2,D)

∝ exp(κ1e⊤1 Z1 + κ2e
⊤
1 Z2)

|D |∏
i=1

(
exp(κXZ⊤

1 Xi) + exp(κXλ(Z1, Z2)
⊤Xi)

)
.

实验中，在模型方面，所选定的模型参数为 κ1 = κ2 = κX = 20，并使用 GMC
方法从似然分布 p(X|Z1 = Z

(g)
1 , Z2 = Z

(g)
2 )中采取 100个样本作为合成数据集 D，

其中用于生成数据的隐变量的固定值为 Z
(g)
1 = − π

24
, Z

(g)
2 =

π

8
（以与 +x轴方向的

夹角表示；上标“(g)”表示“generate”，即“生成”）。在采样推理算法方面，GMC
和 SGGMC方法各自在 15,000轮预热采样（burn-in）之后采取 25,000个样本作为
它们各自对后验分布的近似。GMC方法使用步长 ε = 1 × 10−3。SGGMC方法参
照 Ahn等人 [145] 的方法，使用经验费舍尔信息矩阵来估计式 (3-10)中的梯度噪声
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图 3.3 合成数据实验的设定（其中 ϑ =
π

6
）。左图展示了生成数据时所用的隐变量的值

Z
(g)
1 , Z

(g)
2 ，以及所生成的数据的一个峰值位置 λ(g)（另一个峰值位置是 Z

(g)
1 ）；右图展示

了弱先验下后验分布的两个峰值位置的近似：一个是 (Z
(1)
1 , Z

(1)
2 )（蓝色箭头所示），另一

个是 (Z
(2)
1 , Z

(2)
2 )（绿色箭头所示）。

协方差矩阵 Σ ①，并选取随机子数据集大小 |D̃ | = 10，单批学习率 b = 5 × 10−4，

以及动量系数 ς = 0.1。

在展示实验结果之前，先来分析一下真实的后验分布应该具有什么样的特点。

由于实验中数据是从密度函数正比于 vMF(X|Z(g)
1 , κX) + vMF(X|λ(g), κy)（其中

λ(g) :=
Z

(g)
1 + Z

(g)
2∥∥Z(g)

1 + Z
(g)
2

∥∥）的分布中所采的，而由 vMF分布的单峰性，可以推测以这

种方式得到的数据的分布会在 Z
(g)
1 及 λ(g) 附近有两个峰值。而另一方面，抛开数

据来说，由此模型的生成过程可以得知，数据的分布会在 Z1和 λ附近有两个峰值。

因此将这两个理论峰值位置与所拿到的数据的两个峰值位置进行匹配，可以大致

（在弱先验的情况下）得知 Z1和 Z2后验的峰值位置。由于这个匹配有两种情况，因

而 Z1与 Z2后验分布的峰值位置的近似也有两个：1)令 Z1 = Z
(g)
1 , λ = λ(g)，可解

得：Z(1)
1 := Z

(g)
1 , Z

(1)
2 := Z

(g)
2 ，亦即生成数据时所使用的 Z1和 Z2的真实值；2)令

Z1 = λ(g), λ = Z
(g)
1 ，可解得：Z

(2)
1 := λ(g)，Z(2)

2 如图 3.3（右）所示。注意到后验分
布的两个峰值位置的上述近似是关于 e1对称的，因而先验对它们的偏好是一样的。

实验中的设定对应着 ϑ =
π

6
，所以后验分布应在 (Z1, Z2) = (Z

(1)
1 , Z

(1)
2 ) = (− π

24
,
π

8
)

以及 (Z1, Z2) = (Z
(2)
1 , Z

(2)
2 ) = (

π

24
,−π

8
)附近有两个峰值。这两个峰值位置的存在

体现了后验分布中 Z1 和 Z2 之间的相关性，因而一个好的贝叶斯推理算法需要挖

掘到这个相关性。

图 3.4(a-b)在角度空间中展示了 Z1和 Z2的边缘后验分布的真实分布与 GMC
和 SGGMC所采样本的经验分布，而图 3.4(c)展示了 Z1 和 Z2 的联合后验分布的

真实分布与 SGGMC所采样本的经验分布。（这些图都是在角度空间中所作。由于
从嵌入空间到角度空间的变换具有单位雅可比行列式（Jacobian determinant）（或

① 实验中发现，这个做法与直接将 Σ取为 0的效果没有明显区别。
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图 3.4 合成数据实验结果：(a-b)边缘后验分布 p(Z1|D)与 p(Z2|D)的真实分布以及GMC
和 SGGMC所得样本的经验分布；(c)联合后验分布 p(Z1, Z2|D)的真实分布（左）与 SG-
GMC所得样本的经验分布（右）。

者说，嵌入空间中的豪斯多夫测度对角度空间这个坐标空间中的勒贝格测度的拉

东-尼科迪姆导数（Radon-Nikodym derivative）处处为 1），所以两个空间中的密度
函数值相同。）可以发现，即使在使用子数据集（随机梯度）时，SGGMC样本的分
布也没有出现本质上的破坏。特别地，SGGMC方法所得到的后验近似能够充分触
及到上述分析中后验分布的两个峰值位置，因而充分挖掘到了 Z1与 Z2的相关性。

3.4.3 球面混合模型实验

现在考察所提的 SGGMC和 gSGNHT方法在真实任务上的表现和优势。实验
场景选择为球面混合模型（spherical admixture model, SAM）处理真实文档数据的
后验推理任务。使用 SGGMC及 gSGNHT方法完成此任务的具体方法参见 3.3节
及算法 3，其中式 (3-10)中的随机梯度噪声协方差矩阵的估计 Σ选取为零。本节

把这两个使用随机子数据集（即使用随机梯度）的方法分别记为 SGGMC-batch和
gSGNHT-batch。为了与只可使用全数据集的推理方法对比以及展示使用随机子数
据集所带来的效率，本节也考虑使用全数据集进行训练的 SGGMC和 gSGNHT方
法，并将它们分别记作 SGGMC-full和 gSGNHT-full。

基准线方法 实验中选择用来对比效果的基准线方法包括：Reisinger等人 [22]所提

的平均场变分推理方法（variational inference, VI），根据 Hoffman等人 [30] 所做工

作所改进的 VI方法的随机梯度版本（stochastic variational inference, StoVI），以及
GMC这个只可使用全数据集的不可扩展的MCMC方法。
对于 GMC方法，有一个困难的地方需要额外说明。GMC方法在其MH测试

这个步骤中需要估计后验分布密度函数的对数 log p(β|X)的值，但因为需要对局
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部隐变量 θ 进行积分，所以即使是它的未归一化密度函数都无法准确计算。参考

式 (3-12)中对其梯度的估计方式∇β log p(β|X) = Ep(θ|X,β) [∇β log p(β, θ|X)]，一种

可能的使用 p(θ|X, β)样本 {θ(l)}Ll=1的估计方式为：

log p(β|X) ≈ 1

L

L∑
l=1

log p(β, θ(l)|X) + const. (3-14)

然而遗憾的是，这个估计是有偏的。此估计与真实值之间的差别可由下式看出：

log p(β|X) = Ep(θ|X,β) [log p(β|X)] （这是因为 log p(β|X)与 θ无关）

= Ep(θ|X,β) [log p(β, θ|X)− log p(θ|X, β)]

≈ 1

L

L∑
l=1

(
log p(β, θ(l)|X)− log p(θ(l)|X, β)

)
,

即两者的偏差为
1

L

L∑
l=1

log p(θ(l)|X, β)。对于这一偏差，虽然 log p(θ|X, β)在相差一

个加性常数的意义下是可知的，但此常数只是对于 θ是常数，它与 β有关，而这里所

考虑的正是关于 β的函数。因而这一偏差仍然是无法计算的。尽管如此，式 (3-14)似
乎是估计 log p(β|X) 的唯一方式。它可以看作是在 β 的提议样本（proposal）与
当前样本距离不远的情况下对 log p(β|X)的一种近似，因为在这种情况下，偏差
1

L

L∑
l=1

log p(θ(l)|X, β)可近似看作关于 β 的常数。此处把在MH测试中采用这种方

式估计 log p(β|X)的用于 SAM模型后验推理任务的GMC方法称为GMC-apprMH，
其中“apprMH”是“approximate MH test”即“近似MH测试”的缩写。GMC-apprMH
方法中的梯度用与 SGGMC方法相同的方式来估计，只不过每次需要在整个数据
集上进行计算而不是在一个随机子数据集上估计。

由于 GMC-apprMH 方法中 MH 测试的不准确性，本节也考虑另一个使用
GMC来完成 SAM模型后验推理任务的方法，即 GMC-bGibbs，其中“bGibbs”是
“blockwise Gibbs sampling”即“分块吉布斯采样”的缩写。此方法采取分块吉布斯
采样的思想，交替地从 p(β|θ,X)以及 p(θ|β,X)中进行采样。由于这两个分布的未

归一化密度函数都是已知的（即将式 (3-11)所给出的 p(X, β, θ)分别看作 β和 θ的

函数），因此它们样本是可以通过 GMC方法来采取的。根据分块吉布斯采样的性
质，这个方法是渐进准确的，但可能会收敛得较慢。此外，GMC-apprMH方法与
SGGMC和 gSGNHT是处在一个框架下的，它们都会在每次采取一个 β 的样本时

采取多个 θ的样本，而 GMC-bGibbs则只采取一个 θ的样本。
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数据集 本节选取一大一小两个文档数据集进行实验。在小数据集上，各 GMC方
法以及 VI 方法等不具有可扩展性的方法也可以在可行的时间内收敛，因而可以
考察各方法的最终收敛结果，而在大数据集上可以展示所提方法的可扩展性优势。

这两个数据集都是以文档的归一化词频-逆篇频（term frequency-inverse document
frequency, tf-idf）特征来表示的。这个特征是由这些文档原本的词袋（bag of words）
特征转化而得到的。具体地，原本的词袋特征提供了词频 tf(d, w)，即词 w在文档

d中出现的次数。而词频-逆篇频特征 tfidf(d, w)可由下式计算得到：

tfidf(d, w) = tf(d, w) log
(
|D |/(1 + df(w))

)
,

其中 df(w)是词 w的篇频，即包含词 w的文档数。最终文档 d的特征是将词数维

向量
(
tfidf(d, w)

)
w
进行 2-范数的归一化而得到的。

小数据集 20News-different是标准文档数据集 20Newsgroups① 的一个子集。这
个数据集最初是在 SAM 模型的原论文 [22] 中被提出的，用来展示 SAM 模型优于
LDA 模型 [19] 的文档特征提取能力。它包含了原数据集共 20 个类别的文档中的
rec.sport.baseball，sci.space和 alt.atheism这 3个类别的文档，共有训练文档 1,666
篇，测试文档 1,107 篇。原数据集的词数为 61,188，本实验根据一个适当的篇频
（介于 0.36%和 11.77%之间）选取了 5,000词作为新词表。

大数据集 150K-Wikipedia是本实验所构建的一个数据集。它是基于 Zhang等
人 [148] 所使用的具有 660万篇文档的Wikipedia数据集② 而构建的。本实验从原数

据集中词数大于 20的文档中随机挑选 15万篇作为训练集，1千篇作为测试集。这
个训练集的大小是与 Patterson 等人 [18] 展示可扩展性的实验中所使用的训练集大

小是相同的。原数据集的词数为 7,702，本实验根据一个适当的篇频（介于 0.44%
和 5.99%之间）选取了 3,000词作为新词表。
这两个处理好的数据集可从网站“http://ml.cs.tsinghua.edu.cn/~changliu/sggm

cmc-sam/”下载。

实验设定及实现细节 对 SAM 模型做后验推理时，无论采用哪种推理算法，模
型的超参数都取为定值。在小数据集 20News-different上，各超参数选定为：σ =

1 × 104，κ0 = 1 × 104，κ1 = 3 × 104，α = 10，话题数 T = 20，而在大数据集

150K-Wikipedia上，这些超参数选定为：σ = 6× 103，κ0 = 6× 103，κ1 = 2× 104，

α = 10，话题数 T = 50。本实验中，SAM模型的向量值超参数 λ0 被选定为各数

① 可从网站“http://www.qwone.com/~jason/20Newsgroups/”下载其标准版本。本工作中使用的是其 Mat-
lab/Octave版本。

② 可从网站“http://ml.cs.tsinghua.edu.cn/~aonan/datasets/wikipedia/”下载。
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据集训练集中的文档特征均值的归一化向量。可扩展方法（StoVI, SGGMC-batch,
gSGNHT-batch）所使用的随机子数据集的大小 |D̃ |在小数据集 20News-different上
选定为 50，而在大数据集 150K-Wikipedia上选定为 100。

VI方法是基于提出 SAM模型的工作 [22] 所提供的 MATLAB代码实现的，而
StoVI 方法是基于这个代码改写的。各 MCMC 推理方法都是基于 C++ 代码实现
的。如本章 3.3节及算法 3中所述，对于文档 d，各MCMC推理方法都需要从分布
p(θd|Xd, β)中采取话题配比 θd 的样本，并且这可以通过 GMC方法来实现。在使
用 GMC方法进行这一步骤时，实验中使用如下初始化操作：θd = (β⊤β)−1β⊤Xd。

这个 θd 的初始化值是无信息先验 α = 1的情况下，分布 p(θd|Xd, β)的峰值位置。

GMC-apprMH和 GMC-bGibbs方法在每次采取一个话题 β 的样本时需要对整个训

练数据集中的全部文档进行上述 θd 的采样操作，而 SGGMC 和 gSGNHT 方法则
只需要在随机选出的子数据集上进行这个 θd的采样操作即可。注意到对于不同的

文档，采取其各自的话题配比 θd的过程是相互独立的，因而可考虑并行化这个过

程。实验中使用了OpenMP①在它们的 C++代码中实现并行。由于对所有的MCMC
方法，每次采取一个话题 β 的样本时都需要这个采取各文档的话题配比 θd 的过

程，因而只要在运行时使用的线程数相同，这个并行化操作对各 MCMC 方法来
说仍然是公平的。实验中选取这个相同的线程数为 32。所有的实验代码可从网站
“http://ml.cs.tsinghua.edu.cn/~changliu/sggmcmc-sam/”下载。

推理效果衡量方法 由于 SAM模型的后验推理任务是一个无监督学习的任务，因
此使用对数困惑度（log-perplexity）来评判这些后验推理方法的效果。对数困惑度
衡量的是所训练的模型——在此处的设定下即是各推理方法所得到的 SAM 模型
的后验分布的近似——在面对测试数据时的“困惑程度”，或者说是与测试数据的

相左程度。一个好的训练结果——此处认为是一个好的推理方法所得的结果——

会与测试数据更加契合，因而会有较小的对数困惑度。它可通过所训练的模型在

测试数据集Dtest上的负对数似然的平均值来计算。具体来说，变分推理方法 VI和
StoVI得到的是后验分布的一个点估计 β̂，对应的对数困惑度为：

log-perp = − 1

|Dtest|
∑
d∈Dtest

log p(Xd|β̂),

而采样方法得到的是后验分布的一组样本 {β(i)}Ni=1，对应的对数困惑度为：

log-perp = − 1

|Dtest|
∑
d∈Dtest

log
( 1
N

N∑
i=1

p(Xd|β(i))
)
.

① 参见网站“http://openmp.org/”。
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由于在这两者情况下都需要对 p(Xd|β) 进行估计。这个量已被多次提到是无
法准确计算的，但它仍然可以通过采样的方式来估计。注意到 p(Xd|β) =∫
p(Xd, θd|β) dθd = Ep(θd|β)[p(Xd|β, θd)]，而 p(θd|β) = p(θd) = Dir(θd|α)（即 θd

的先验分布）是可以快速而准确地采样的，且 p(Xd|β, θd)是可以准确计算的（由
SAM 模型的生成过程给出），因此对于每个 β 的值，都可以先从狄利克雷分布

Dir(θd|α)中准确采取一组样本 {θ(l)d }
L
l=1，再计算 p(Xd|β, θ(l)d )的均值，作为 p(Xd|β)

的估计。

最后需要说明的是，这里计算的对数困惑度与著名的隐式狄利克雷分配模型

（latent Dirichlet allocation, LDA）所计算的对数困惑度是不可比的，因为两个模型
使用的是数据的不同形式的表示，并且使用了完全不同的分布来为数据建模。特

别地，LDA模型中使用了离散空间上的分布建模数据，而 SAM模型使用了连续空
间中的分布。由于前者在一个离散的点上给出的概率与后者在一个连续的点上给

出的概率密度具有完全不同的含义，因此二者的数值不可比较。此外，这里希望

考察的是针对 SAM这个特定的模型的不同推理方法的效果比较，因此与 LDA这
个另外的模型所给出的结果无关。

避免数值溢出的技术处理 如本章 3.3节中所述，SAM模型使用了 vMF分布对球
面上的分布进行建模，而此分布的归一化系数 cn中涉及了第一类修正贝塞尔函数

Ik(x)，其中 k 表示其阶数，而其自变量 x是一个正实数。实验中发现，当阶数 k

很大时，Ik(x)很容易要么趋于零要么趋于正无穷，从而带来数值问题。由于本实
验中，阶数 k = n/2 − 1，其中 n是词表中的词数，因而阶数 k 在上千的量级上，

使得数值问题很容易发生。另一方面，为了避免没有意义的模型，SAM模型中的
超参数 σ，κ0及 κ1都被选取为一个相对大的值，而这会导致数值溢出问题几乎总

是会发生。不过幸好在所提算法中，只有贝塞尔函数的对数 log Ik(x)是需要计算
的量，而它的增长就会缓和很多。所以如果能够直接计算 log Ik(x)（而不是先计算
Ik(x)再计算其对数），那么就能有效避免数值溢出的问题。
注意到

log Ik(x) = log
( ∞∑

i=0

1

i!Γ(i+ k + 1)

(x
2

)2i+k
)
, (3-15)

其中 Γ(·)是伽马函数（Gamma function），因此可以借助对数和技术（log-sum trick）
来直接计算其对数值。对数和技术是指在只知道 a = logA以及 b = logB（不失一
般性地假设 a ⩾ b）的情况下，不通过计算 A或 B 的值（它们可能会非常大以至
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(b) 150K-Wikipedia

图 3.5 各推理方法所得的对数困惑度（log-perplexity）随推理所需的墙钟时间（wall-clock
time）的变化曲线。(a) 20News-different数据集上的结果；(b) 150K-Wikipedia数据集上的
结果。

于会导致数值溢出）来计算 log(A+B)的值。由于

log(A+B) = log(exp(a) + exp(b)) = log
(

exp(a)
(
1 + exp(b− a)

))
= a+ log

(
1 + exp(b− a)

)
,

且由于 b − a ⩽ 0 因而 1 < 1 + exp(b − a) ⩽ 2，所以只要 a 和 b

可以正常表示，那么上式最后的形式中的每一项都不会造成数值溢出的问题，

从而可以使计算过程更加稳定可靠。参照式 (3-15)，此技术可被不断地重复

来计算 log
( l∑

i=0

1

i!Γ(i+ k + 1)

(x
2

)2i+k
)
, l = 0, 1, 2, · · ·。由于每一个求和项

1

i!Γ(i+ k + 1)

(x
2

)2i+k

随 i的增长会非常快地衰减（这是因为 1/i!及 1/Γ(i+k+1)

都以快于指数的速度衰减），因而计算中无需取很大的 l 的值即可得到 Ik(x)
的很好的近似。在本实验的实现中，l 的选取是根据近似精度来确定的。对于一

般的情况，l 的取值处于 10 左右。更多实现细节请参见本实验的代码（“http:
//ml.cs.tsinghua.edu.cn/~changliu/sggmcmc-sam/”）。

小数据集上的实验结果 图 3.5(a)展示了各推理方法在小数据集 20News-different
上的表现。可以发现，所提 SGGMC方法和 gSGNHT方法都比其他方法表现更好。
VI方法收敛得很迅速，但其收敛后的结果无法进一步改善，这是因为它所做的平
均场假设为它贴合真实后验分布的能力设下了一道鸿沟。StoVI方法在这个小规模
的数据集上收敛得比 VI方法慢（因为此情况下计算准确梯度的代价并不高，而使
用随机梯度这个有噪近似相比之下会更加影响收敛速度），但也同样受限于平均场
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假设。所有MCMC方法（采样方法）最终都比 VI/StoVI方法有更好的结果，这体
现了MCMC方法的近似灵活性以及渐进准确性的优势。其中，两个 GMC方法的
表现类似，并且在一开始收敛得都比较慢，初期阶段的结果不如VI/StoVI方法，而
所提 SGGMC/gSGNHT方法则收敛得比这些方法都快，并且也取得了更好的结果。
对于 SGGMC/gSGNHT方法，使用更小的随机子数据集（即-batch方法）的收敛速
度要优于使用全数据集（即-full方法），这得益于使用随机子数据集计算随机梯度
的更小计算代价，以及可以平衡随机梯度噪声的恰当动力学系统。注意到使用了

全数据集的 SGGMC-full/gSGNHT-full方法仍然比两个 GMC方法收敛更快，这可
能是因为 SGGMC/gSGNHT方法的动力学系统中的随机性可以帮助样本跳出局部
最优点从而可以更快地找到更多的最优点以及全局最优点。另外，gSGNHT方法
的表现优于 SGGMC方法，这体现了使用恒温器变量的好处。

大数据集上的实验结果 图 3.5(b) 展示了各推理方法在大数据集 150K-Wikipedia
上的表现。可以看出，所提方法 SGGMC/gSGNHT相对基准线方法的优势在大数
据集上变得更加明显，即收敛得更快且收敛结果更好。这表现出了所提方法的可

扩展性。在此大数据集上 StoVI方法的收敛速度快于 VI方法，但两者最终的推理
效果仍然被其平均场假设所限制。使用恒温器变量的好处以及使用随机子数据集

的加速效果也同样可见，使用整个数据集的 SGGMC-full 和 gSGNHT-full 方法的
效果也仍然优于两个 GMC 方法。这两个 GMC 方法是不可扩展的，它们在此大
数据集的情况下收敛得非常慢，以至于在可行的时间内它们的推理效果甚至不如

VI/StoVI方法。

3.5 本章小结与讨论

本章提出 SGGMC和 gSGNHT这两个随机梯度 MCMC方法，用来针对大规
模数据从定义在流形上的后验分布中高效采样。它们使用随机梯度来高效处理大

规模数据，并使用流形嵌入技术解除了流形必须具有全局坐标系的限制。本章为

它们设计了适合使用随机梯度的动力学系统，并开发了二阶测地线积分器来进行

高效模拟。合成数据实验验证了它们的正确性和有效性，而它们在解决真实数据

上 SAM模型的后验推理任务中的表现明显地优于已有方法，展示了它们优秀的准
确性和可扩展性。

所提方法仍然具有广阔的应用场景，包括使用 vMF 分布的模型（例如 vMF
混合模型 [33,149-150]以及狄利克雷过程（Dirichlet process）vMF混合模型 [151-153]）的

高效后验采样，受限分布的高效采样 [126]（例如截断高斯分布（truncated Gaussian
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distribution）），以及定义在斯蒂菲尔流形（Stiefel manifold）上分布的高效采样（例
如贝叶斯矩阵补全任务 [40]）等。所提方法的可扩展性在这些场景中都是一个重要

的优势。
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第 4章 黎曼-斯坦因变分梯度下降方法

本章介绍黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（Riemannian Stein variational gradi-
ent descent, RSVGD）。这个贝叶斯推理方法是斯坦因变分梯度下降方法（Stein
variational gradient descent, SVGD）向黎曼流形情况的推广。这个推广具有两方面
的好处：(a)针对欧氏空间中的贝叶斯推理任务，RSVGD方法可以使用信息几何
（information geometry）技术从而比 SVGD方法更加高效；(b)针对黎曼流形上的贝
叶斯推理任务，RSVGD相比于此领域的现有方法，具有 SVGD的独特优势，包括
粒子高效性（particle efficiency）、迭代有效性（iteration-effectiveness）以及近似灵
活性（approximation flexibility）。为能正确地推广到黎曼流形上，本章为 RSVGD
设计了原创的且具有技术复杂度的方法，来处理一般黎曼流形与欧氏空间本质上

不同的特性。在推导 RSVGD方法的过程中，本章也关注了与之相关的统计问题，
提出了黎曼-斯坦因恒等式（Riemannian Stein’s identity）以及黎曼-核化斯坦因差异
量（Riemannian kernelized Stein discrepancy）。实验结果展示了 RSVGD在欧氏空间
推理任务上使用信息几何的能力所带来的胜于 SVGD的高效性，以及在黎曼流形
推理任务上胜于已有推理方法的粒子高效性，迭代有效性，以及近似灵活性。

4.1 研究动机

首先简要回顾贝叶斯推理的各类方法及其特点。贝叶斯推理是学习贝叶斯模

型用以从数据中提取知识这一任务的核心。它的目标是要估计给定观测数据之后

模型隐变量的后验分布，而这个后验分布通常十分复杂而没有闭式解，亦即它是

不可行的（intractable）。变分推理方法（variational inference, VI）采用一个可行的
（tractable）分布来近似后验。传统的 VI方法通常会使用一个参数化分布族，或者
说是一个统计模型（statistical model），来作为这个可得的分布。这类方法被称为
基于模型的变分推理方法（model-based variational inference, ModVI）。这样一来，
近似后验分布的任务便可转化为一个参数优化问题，进而可以使用各种成熟而高

效的优化方法来求解。但由于所选的参数化分布族的覆盖范围（近似能力）终究

有限（例如平均场（mean-field）形式的分布族无法描述变量之间的相关性），因
而ModVI方法近似后验分布的精度始终会被一道无法跨越的鸿沟所限制。蒙特卡
罗（Monte Carlo）方法，特别是其中应用非常广泛的马尔可夫链蒙特卡罗（Markov
chain Monte Carlo, MCMC）方法，则希望直接从后验分布中采取样本来估计此分
布。尽管它们具有渐进准确性（asymptotic accuracy）的保障，但其有限多样本的
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效果在实际中通常难以保证，而且由于随机性的模拟以及样本之间的正自相关性

（positive auto-correlation），它们的收敛相对较慢。
近来出现了一类新的 VI方法，称为基于粒子的变分推理方法（particle-based

variational inference, ParVI）。这类方法使用一组样本，或者被称为“粒子”（particle），
来表示一个用来近似后验分布的变分分布（variational distribution），并且通过一个
确定性的更新粒子的方法来最小化变分分布与后验分布的差距。与MCMC方法类
似的是，ParVI方法使用粒子这个非参数形式来表示变分分布具有很强的近似灵活
性（approximation flexibility），这使得它们可以突破 ModVI方法中遇到的近似能
力的鸿沟从而取得愈发准确的近似。而胜于 MCMC方法的是，ParVI方法仍然是
基于最小化分布之间的差距这一原则的，而由这个最优化原则得到的更新方式可

使得这类方法具有迭代有效性（iteration-effectiveness），亦即每一步迭代（每一步
更新）都可以保证得到更好的结果。虽然已有一些针对具体MCMC方法收敛到平
稳分布的分析工作 [58,104-105,109]，但一般MCMC方法的原则只是目标分布等于平稳
分布，即若当前是平稳分布则之后也是此分布，而不一定保证从任一分布开始的

演化过程会与平稳分布越发接近。此外，MCMC方法通常需要一个较大的样本规
模才能给出一个对目标分布的有效近似，而 ParVI方法由于直接考虑有限个样本
（粒子）的近似效果，因而它们可以通过更少的样本达到同样的近似效果，即粒子

高效性（particle efficiency）。这个优势不仅可以节省存储推理结果的空间，还可以
在处理后续任务（如预测等）中节省时间。研究现状介绍部分 1.2节中的表 1.1中
已列出了这三类贝叶斯推理方法的比较，其中可以看出 ParVI方法的优势。

斯坦因变分梯度下降方法（Stein variational gradient descent, SVGD）[81]是 ParVI
方法中的一个杰出代表。SVGD更新粒子的方式是通过在这组粒子上施加一个合
适的确定性连续时间动力学系统（deterministic continuous-time dynamics）使得这
组粒子所代表的分布可以朝向目标分布演化。SVGD已经在实际问题中得到诸多
应用，包括一些贝叶斯模型的推理任务 [154-155]以及强化学习任务 [24-25]）。

贝叶斯推理领域中另外一个考量则是与黎曼流形的结合。这个思想的重要性

可由两方面来体现：(a)有一些模型的隐变量本身就处在一个特定黎曼流形上，例
如球面混合模型（spherical admixture model, SAM）[22]，因而针对这些模型的贝叶

斯推理的任务就变成了近似一个给定黎曼流形上的分布；(b) 常规贝叶斯模型的
欧氏隐变量可看作这个模型的所有似然分布所构成的黎曼流形的一个自然的坐标

系（coordinate system），因而也可以考虑在这个分布流形上进行贝叶斯推理，借
用这个分布流形更加本质的几何特征来提高推理效率，即信息几何（information
geometry）的思想 [45-46]。这两方面的考量近年来也取得了诸多进展。在情况 (a)方
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面，Bonnabel [122]和 Zhang等人 [156]开发了可扩展的（scalable）以及稳定的黎曼流形
上的优化方法，从而可以加强ModVI方法处理流形隐变量的效率和效果。Brubaker
等人 [125] 和 Byrne等人 [44] 开发了更加高效处理流形隐变量的 MCMC方法，而本
文已在第 3 章中为这些方法实现了可扩展性。在情况 (b) 方面，Hoffman 等人 [30]

在ModVI方法中使用了基于信息几何的自然梯度提高了推理效率，而 Girolami等
人 [127] 和 Ma等人 [120] 开发了可以利用黎曼流形结构的 MCMC方法从而可以使用
信息几何提高效率，随后 Li等人 [157] 将这些 MCMC方法应用在贝叶斯神经网络
（Bayesian neural network）的后验推理任务上，取得了效果上的提高。然而，在 ParVI
领域几乎还没有考虑黎曼流形结构的工作。Gemici等人 [158] 尝试将标准化流拓展

到黎曼流形上，但他们的方法无法用于没有全局坐标系的流形上，例如超球面。

本章提出黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（Riemannian Stein variational gradient
descent, RSVGD），这个将 SVGD 方法优雅地拓展到黎曼流形的方法。所提方法
RSVGD既可用于黎曼流形上后验分布的近似（即情况 (a)），也可利用信息几何来
提高欧氏空间上后验推理的效率（即情况 (b)）。RSVGD继承了 SVGD的显著优势，
为流形隐变量的推理任务带来了具有诸如粒子高效性等好处的解决方法。另外从

技术上来说，向黎曼流形进行拓展并不是一个直接可得的操作，因为一般的黎曼

流形具有与欧氏空间完全不同的性质（例如参见毛球定理（[131]，定理 8.5.13）），
使得通常的处理方法不再适合。进行上述拓展必须要设计新的技术来解决这些细

节问题。具体地，本章首先对 SVGD方法进行一定的抽象，将其看作欧氏空间中
一个流（flow）所对应的动力学系统下分布的演化，并将这个过程拓展到黎曼流
形上。然后，通过一个原创的方法求解最优的动力学系统，进而得到 RSVGD 的
算法及其在流形的坐标空间中的表示。SVGD针对这个问题所使用的方法在黎曼
流形的情况下不再适用。接着，本章也推导出了 RSVGD 方法在流形的嵌入空间
（embedded space）中的表示形式，这样一来，像超球面这样的没有全局坐标系的黎
曼流形上的推理任务便也可通过 RSVGD 解决，特别是避免了这种情况下在坐标
空间中会出现的数值不稳定的问题。最后，本章在开发新方法的过程中也得到了

一些副产品：黎曼-斯坦因恒等式（Riemannian Stein’s identity）和黎曼-核化斯坦因
差异量（Riemannian kernelized Stein discrepancy），作为相应概念在黎曼流形上的
拓展。为考察所提方法 RSVGD在实际任务中的表现，本章将 RSVGD应用于贝叶
斯逻辑回归模型（Bayesian logistic regression）以及 SAM模型的后验推理任务上，
并分别与 SVGD和黎曼流形上的推理方法进行对比。实验结果验证了所期待的更
快的收敛速度以及粒子高效性等优势。

需要说明的是，本章所考虑的黎曼流形是粒子（即样本）所在的空间，或者
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说是目标分布的支撑空间（support space），这不同于最近解释 SVGD 行为的一
些工作 [85,159] 中所提到的由一些特定概率分布所构成的、以再生核希尔伯特空间

（reproducing kernel Hilbert space, RKHS）H 为切空间的黎曼流形PH。那些工作

提出流形PH 是为了将原本的 SVGD解释为在流形PH 上最小化与目标分布之

间 KL散度的过程，而没有对 SVGD方法进行拓展。而本章工作将 SVGD方法的
适用范围推广到了一般的黎曼流形上，从而可以提高各场景下推理任务的效率。

4.2 背景知识

关于黎曼流形的结构和性质，可参见 2.1节。为解决本章所关心的问题，此部
分引入雷诺输运定理，并从适合流形情形的角度介绍斯坦因变分梯度下降方法。

4.2.1 雷诺输运定理

雷诺输运定理（Reynolds transport theorem）可将一个动力学系统与对应的分
布演化规律联系起来。这个定理是对定积分求导规则的推广，也是流体力学的基

础。令 V ∈ T (M )表示黎曼流形M 上的一个向量场，而 F(·)(·)表示它的流（参
见 2.1.1.3 节）。对于光滑函数 f(·)(·) : R ×M → R 以及M 的任意一个开子集

I ⊂M，雷诺输运定理给出如下结论：

d
dt

∫
Ft(I )

ftωg =

∫
Ft(I )

(
∂ft
∂t

+ div(ftV )

)
ωg,

其中 div : T (M ) → C∞(M ) 是向量场的散度，而 ωg 是黎曼体积形式（参

见 2.1.2.5 节）。在坐标系中，散度具有表达式 div(V ) = ∂i(
√
|G|V i)/

√
|G|，其

中 m × m维矩阵 G是此坐标系中的黎曼度量矩阵，它由此坐标系中黎曼度量的

表示 (gij)所构成的矩阵，而 |G|表示它的行列式（determinant）。关于此定理的更
多细节可参见 Romano 的著作 [133] 第 164 页，Frankel 的著作 [160] 第 142 页，以及
Abraham等人的著作 [131]第 469页。

4.2.2 斯坦因变分梯度下降方法（SVGD）

本节将从一个较为抽象但易于推广到黎曼流形的角度来介绍一下斯坦因变分

梯度下降方法（Stein variational gradient descent, SVGD）[81]这个 ParVI方法。SVGD
方法通过在粒子上施加一个恰当的动力学系统来不断地更新它们，使得这些粒子

所代表的分布在 KL散度的意义下向着目标分布演化。它所考虑的粒子空间是最
常见的欧氏空间M = Rm。将粒子所代表的在动力学系统 V 下不断演化的分布记
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为 qt，并记目标分布为 p。SVGD的第一个关键结论是：

− d
dt

KL(qt||p) = Eqt [V
⊤∇ log p+∇⊤V ]. (4-1)

这个量所衡量的正是 qt 趋向 p的速度。为最小化 KL散度，人们自然是希望这个
减小率越大越好，亦即 V 应最大化 −KL(qt||p)。与之相似的是，在最大化一个函
数 f 时，所希望寻找的更新方向 v正是可以最大化函数 f(x)的方向导数 f ′

v(x)的

方向：v∗(x) := max · argmax
v:∥v∥=1

f ′
v(x)，其中“max · argmax”表示最优函数值与最优

变量的数乘，而这里所找到的更新方向 v∗(x)正是函数 f 的梯度 ∇f(x)。类比这
一观点，SVGD工作的原文 [81] 中将 − d

dt
KL(qt||p)称为沿着向量场 V 的方向导数

（directional derivative），并将 V ∗ := max · argmax
V :∥V ∥=1

− d
dt

KL(qt||p)称为 KL散度的泛函

梯度（functional gradient）。通过不断地计算 V ∗并用它来更新粒子，这些粒子便可

越发准确地代表目标分布 p。

上述结果式 (4-1)揭示了方向导数与动力学系统 V 之间的关系，接下来 SVGD
需要找到泛函梯度。注意到对于欧氏空间 Rm，其在任意一点的切空间都等距同构

于 Rm，因此向量场 V 可以通过 m 个 Rm 上的光滑函数来描述。为得到闭式解，

SVGD 将向量场 V 所在的空间限制在了直积空间 H m 中，其中 H 是 Rm 上的

一个核函数（kernel）K 的再生核希尔伯特空间（reproducing kernel Hilbert space,
RKHS）（可参见 Aronszajn 的著作 [161] 或 Steinwart 等人的著作 [162] 第 4 章及定
义 4.18）。这个 RKHS空间H 是 Rm上一些特定函数所构成的希尔伯特空间，其

最重要的性质是对于任意的 x ∈ Rm，都有 K(x, ·) ∈ H，并且 ⟨f(·), K(x, ·)⟩H =

f(x),∀f ∈ H。H m 也可以看作是一个特殊的向量值 RKHS空间 [163]。这个选取

方法可以看作是使用 m个独立的来自H 的函数来描述 Rm 上的向量场 V。将向

量场 V 选在H m中，SVGD得到的泛函梯度为：

V ∗(·) = Eqt(x)[K(x, ·)∇ log p(x) +∇K(x, ·)]. (4-2)

注意到粒子所代表的分布 qt 只出现在期望中，因此对最优向量场 V ∗ 进行估计时

只需要知道 qt的样本，即当下已有的粒子即可，而不需要假设 qt的形式。这也是

使用 KL散度来衡量两个分布之间差别的好处。有了 V ∗的计算方法，SVGD便有
了可行的算法。不过，本文下一章 5.3节中将阐明，SVGD其实也需要对 qt作一平

滑性假设，只不过是在求解泛函梯度时将此平滑性要求转移到了向量场 V 上，并

通过从向量值 RKHS空间中选取 V 来实现。尽管如此，SVGD使用非参数化粒子
形式而带来的近似灵活性及其粒子高效性仍可使其成为值得推广和改进的方法。
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4.3 黎曼-斯坦因变分梯度下降方法

本节将提出黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（Riemannian Stein variational gradi-
ent descent, RSVGD）。它在 SVGD方法之上会遇到由黎曼流形不同于欧氏空间的
性质所带来的诸多技术问题，需要一些具有原创性的处理方法。本节将首先从目

前已有的理论基础出发推导黎曼流形上的方向导数，然后设计一个具有原创性的

求解泛函梯度的方法从而得到 RSVGD（在坐标空间中所表示）的算法，最后再推
导出在流形嵌入空间中所表示的 RSVGD 的算法，并给出超球面上的特例用于处
理具体实例中所考虑的场景。

4.3.1 方向导数

现在考虑一般黎曼流形M 上的方向导数。这里首先推导出两个有用的结论，

然后考察 KL 散度在黎曼流形上定义的合理性，最后得到 KL 散度关于向量场 V

方向导数的表达形式。

第一个有用的结论是连续性方程在黎曼流形上的推广。它揭示了在向量场 V

所引出的动力学系统（参见 2.1.1.3节）的作用下，分布的演化规律与 V 的关系。

它的证明需要使用黎曼流形上的雷诺输运定理（参见本章 4.2.1节）。

引理 4.1 (黎曼流形上的连续性方程，continuity equation on Riemannian manifolds)：
令 qt 是在向量场 V ∈ T (M )所引出的动力学系统下连续演化的概率分布。则下

面的等式几乎处处成立：

∂qt
∂t

= − div(qtV ) = −V [qt]− qt div(V ). (4-3)

此等式在坐标系中的表达式为：

∂qt
∂t

= −V i∂iqt − qt∂iV i − qtV i∂i log
√
|G|.

证明 令F(·)(·)为向量场 V 的流。对于任意紧致子集I ⊂M，考虑积分
∫
Ft(I )

qtωg。

由于任一在时刻 0处于 I 中的粒子总会在时刻 t处于 Ft(I )中并且反之亦然，上

述积分，亦即时刻 t时处于 Ft(I )中粒子的比例，等于时刻 0时处于 I 中粒子的

比例，因而这个积分是一个常量：
d
dt

∫
Ft(I )

qtωg = 0。而另一方面，雷诺输运定理

（参见本章 4.2.1节）给出对于任意紧致子集 I 和时间 t，都有

0 =
d
dt

∫
Ft(I )

qtωg =

∫
Ft(I )

(
∂qt
∂t

+ div(qtV )

)
ωg,
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几乎处处成立。由子集 I 的任意性可知，上式要成立，其被积函数必须几乎处处

等于零。所以最终可以得到
∂qt
∂t

+ div(qtV ) = 0几乎处处成立，即引理中的结论。□

第二个有用的结论是在M 上一个微分同胚（diffeomorphism，即可逆且光滑
的M →M 映射）的作用下一个分布的概率密度函数的变换规律。

引理 4.2 (微分同胚作用下的概率密度函数)： 令 ϕ 是 M 上的一个保持定向

（orientation-preserving）的微分同胚（diffeomorphism），x是M 上的一个随机变量，

而 p是 x所服从的分布关于黎曼体积形式的概率密度函数。记 ϕ#p为经 ϕ变换后

的随机变量 ϕ(x)所服从的分布关于黎曼体积形式的概率密度函数（或称为分布 p

在映射 ϕ下的前推（push-forward））。考虑M 的任一局部坐标系 (I ,Φ)，在其中

有：

ϕ#p =

(
p
√
|G|
)
◦ ϕ−1√

|G|
∣∣Jacϕ−1

∣∣, (4-4)

其中 G是此坐标系 (I ,Φ)中的黎曼度量矩阵，|G|是其行列式，而
∣∣Jacϕ−1

∣∣是映
射 Φ ◦ ϕ−1 ◦ Φ−1 : Rm → Rm的雅可比行列式（Jacobian determinant）。此表达式是
坐标不变的。

证明 令 I 是流形 M 的任一紧致子集，(J ,Φ)（其中 J ⊂ I）是 I 的一个

局部坐标系，且坐标形式为 {xi}mi=1。一方面，由 ϕ#p 的定义，可知 Probp(I ) =

Probϕ#p(ϕ(I ))。而另一方面，可以调用流形上的全局变量替换定理（theorem of
global change of variables on manifold，参见 Abraham 等人的著作 [131] 定理 8.1.7），
得到如下结果：

Probp(I )

=

∫
I

pωg =

∫
ϕ(I )

ϕ−1∗(pωg) =

∫
ϕ(I )

(p ◦ ϕ−1)ϕ−1∗(ωg) (4-5)

=

∫
ϕ(I )

(p ◦ ϕ−1)(
√
|G| ◦ ϕ−1)

∣∣Jacϕ−1
∣∣ dx1 ∧ · · · ∧ dxm

=

∫
ϕ(I )

(
p
√
|G|
)
◦ ϕ−1√

|G|
∣∣Jacϕ−1

∣∣ωg (4-6)

= Prob(p√|G|)◦ϕ−1

√
|G|

|Jacϕ−1|
(ϕ(I )),

其中 ϕ−1∗(·)是微分同胚 ϕ−1在M 的m-形式上的拉回（pull-back）。结合这两个方
面并注意到子集 I 的任意性，便可得到定理中给出的结果。 □
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在正式推导 KL散度的方向导数之前，首先考察 KL散度在一般黎曼流形上定
义的合理性。考虑黎曼流形M 上两个分布，并将它们用关于某一体积形式 ω的密

度函数 qω 和 pω 来表示（参见 2.1.2.5节）。定义这两个分布的 KL散度为：

KL(q||p) :=
∫

M

qω log(qω/pω)ω.

此定义的合理性意味着它只与这两个分布有关，而与所选取的体积形式 ω 无关。

为了说明这一点，可考察另一个体积形式 ω′ 下此定义给出的结果是否与 ω 所给

出的结果一样。由于对于流形M 上任意一点 x来说，ω(x)和 ω′(x)都在同一个 1
维线性空间（即点 x处的 m次外形式空间 ∧kT ∗

xM，参见 2.1.1.4节），因此存在
正实数 c(x) ∈ R+ 使得 ω′(x) = c(x)ω(x)。这种方式给出了一个M 上的光滑函数

c : M → R+。由概率密度函数的定义，可知 qω
′
= qω/c。因此

∫
M

qω
′ log(qω′

/pω
′
)ω′ =∫

M

qω

c
log

qω/c

pω/c
ω =

∫
M

qω log(qω/pω)ω，即使用 ω 和 ω′ 这两个不同的体积形式所

给出的 KL散度是一样的。这说明了此定义的合理性。
现在可以得到本章中第一个关键结论，即 KL散度的方向导数关于向量场 V

的表达式。

定理 4.1 (方向导数，directional derivative)： 令 qt 是在向量场 V ∈ T (M )所引出

的动力学系统下连续演化的概率分布，p是一个固定的目标分布。则 KL散度关于
向量场 V 的方向导数可以表示为：

− d
dt

KL(qt||p) = Eqt [div(pV )/p] = Eqt

[
V [log p] + div(V )

]
.

证明 令 F(·)(·)为向量场 V 的流。对于在向量场 V 所引出的动力学系统的作用下

演化的分布 qt，由其定义可知 qt = (Ft)#q0，其中概率分布的前推 (Ft)# 的定义

见引理 4.2。由于流具有性质 Ft1+t2 = Ft1 ◦ Ft2 = Ft2 ◦ Ft1 ,∀t1, t2 ∈ R，因此有
qt1+t2 = (Ft1+t2)#q0 = (Ft1 ◦ Ft2)#q0 = (Ft1)#

(
(Ft2)#q0

)
= (Ft1)#qt2。除 qt外，推导过

程中还需要另外一个在 V 下演化的分布 pt，其在某一时刻 t0时刚好等于目标分布

p。有了这些准备，便可开始最终的推导：

− d
dt

∣∣∣∣
t=t0

KL(qt||p) = −
d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

qt0+t log
qt0+t

pt0
ωg

（将 qt0+t视为 (Ft)#qt0 并应用式 (4-4)）

= − d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

(
qt0
√
|G|
)
◦ F−1

t√
|G|

∣∣JacF−1
t

∣∣
65



第 4章 黎曼-斯坦因变分梯度下降方法

·

(
log
(
qt0
√
|G|
)
◦ F−1

t√
|G|

+ log
∣∣JacF−1

t

∣∣− log pt0

)
ωg

（将 F−1
t 作用在整个积分上并应用全局变量替换定理式 (4-5)）

= − d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
F−1
t (M )

([(
qt0
√
|G|
)
◦ F−1

t√
|G|

∣∣JacF−1
t

∣∣
·

(
log
(
qt0
√
|G|
)
◦ F−1

t√
|G|

+ log
∣∣JacF−1

t

∣∣− log pt0

)]
◦ Ft

)
F ∗
t (ωg)

（由于 F−1
t 是M 上的一个微分同胚，因而 F−1

t (M ) = M；另外
∣∣JacF−1

t

∣∣ ◦ Ft =

|JacFt|−1；参见式 (4-6)可得 ωg 在 Ft下的拉回 F ∗
t (ωg)的表达式）

= − d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

qt0
√
|G|√

|G| ◦ Ft

|JacFt|−1 ·

(
log

qt0
√
|G|√

|G| ◦ Ft

− log|JacFt| − log(pt0 ◦ Ft)

)
·
√
|G| ◦ Ft√
|G|

|JacFt|ωg

（整理各项）

= − d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

qt0

[
log qt0 − log

((
pt0
√
|G|
)
◦ Ft√

|G|
|JacFt|

)]
ωg

（应用流的性质 Ft = F−1
−t；将 pt0−t视为 (F−t)#pt0 并逆向应用式 (4-4)）

= − d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

qt0 [log qt0 − log pt0−t]ωg

（M 不随时间 t而变化（否则一个在边界上的积分将会出现））

=

∫
M

qt0
∂

∂t
(log pt0−t)

∣∣∣∣
t=0

ωg

（由流的齐次性可知，F̃t(·) := F−t(·) 正是向量场 −V 的流；参考式 (4-3) 可知
∂pt0−t

∂t

∣∣∣∣
t=0

= − div(pt0(−V )) = div(pt0V ) = − ∂pt0+t

∂t

∣∣∣∣
t=0

）

= −
∫

M

qt0
∂

∂t
(log pt0+t)

∣∣∣∣
t=0

ωg

（参照式 (4-3)）

=

∫
M

(qt0/pt0) div(pt0V )ωg = Eqt0
[div(pt0V )/pt0 ]
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（散度的性质）

= Eqt0

[
V [log pt0 ] + div(V )

]
.

由 t0的任意性可将最后的结果表示为定理中的形式。 □

定理 4.1是 SVGD中的关键结论式 (4-1)在一般黎曼流形上的拓展。参照 SVGD中
的术语，这里可将 ApV := V [log p] + div(V )称作一般化斯坦因算符（generalized
Stein’s operator）。
最后，作为对上述定理 4.1 的补充，这里对黎曼流形情况下斯坦因恒等式

（Stein’s identity）成立的条件进行讨论。斯坦因恒等式是指 − d
dt

KL(qt||p)
∣∣∣∣
t=t0

= 0，

其中 qt满足 qt0 = p，而斯坦因类（Stein class）是指所有使得斯坦因恒等式成立的
向量场 V 的集合。斯坦因恒等式的意义在于，当 qt达到最优即 qt = p时，沿着斯

坦因类中任一向量场 V 的方向导数 − d
dt

KL(qt||p)都等于零，这类似于优化领域中
人们所熟知的梯度等于零的最优条件。这些概念在使用泛函梯度的模来衡量两个

分布之间差异的方法，也即斯坦因差异量方法（Stein discrepancy）[164]中都发挥着

重要作用。

现在推导在一般的黎曼流形的情况下斯坦因恒等式成立的条件，亦即斯坦因

类。记 ∂M 为m维流形M 的闭包的边界。它要么是空集（M 无边界的情况，例

如超球面），要么是一个 m − 1维流形。由定理 4.1，斯坦因恒等式成立这个条件
即为 Ep[div(pV )/p] = 0。使用高斯定理（Gauss’ theorem，参见 Abraham等人的著
作 [131]定理 8.2.9）可将此式变形为：∫

M

div(pV )ωg =

∫
∂M

i(pV )ωg =
m∑
i=1

∫
∂M

p
√
|G|(−1)i+1V i dx¬i,

其中 iV : A k(M )→ A k−1(M )称为内向积（interior product）或缩并（contraction），
定义为

(
iV ω
)
(x)[v1, · · · , vk−1] = ω(x)[V (x), v1, · · · , vk−1]，而 dx¬i := dx1 ∧ · · · ∧

dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxm（其中 1 ⩽ i ⩽ m）是 ∂M 上的一个体积形式，其中“∧”
表示外向积（exterior product）或称楔积（wedge product）（参见 2.1.1.4节）。
对于像超球面这样的流形，其边界 ∂M 是空集，因而上面的积分总是零。因

此对这些流形来说，所有的向量场都可满足斯坦因恒等式，因而斯坦因类就是整

个向量场空间 T (M )。对于闭包具有边界的流形，其 ∂M 不是空集。由边界的性

质，在边界 ∂M 上任意一点附近，都存在一个M 的局部坐标系 (I ,Φ)，其坐标

表示 (y1, · · · , ym)满足 ∀x ∈ ∂M ∩ I , ym(x) = 0。对于这样的坐标系，可有结论

dym = 0，并且还可以得到一个 ∂M 的局部坐标系 (∂M ∩I ,Ψ = (y1, · · · , ym−1))。
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在这个 ∂M 的局部坐标系 (∂M ∩I ,Ψ)中，斯坦因恒等式成立的条件就变为：∫
∂M

pṼ m

√
|G̃| dy¬m =

∫
∂M

pṼ m

√
|G̃| dy1 ∧ · · · ∧ dym−1 = 0, (4-7)

其中 G̃ 是M 的在其局部坐标系 (I ,Φ) 中的黎曼度量矩阵，而 Ṽ m 是向量场 V

在 M 的局部坐标系 (I ,Φ) 中的第 m 个分量。此时的斯坦因类即为所有满足

式 (4-7)的向量场的集合。注意这个集合是与坐标系 (I ,Φ)的选取是无关的。

对于M 是欧氏空间Rm的一个开子集这个特例，考虑在其闭包边界 ∂M 上的

任意一点 x附近选取局部坐标系 (I ,Φ)满足 ym = 0并且自然基底（natural basis）{
∂̃i

∣∣∣∣ ∂̃i := ∂

∂yi
, i = 1, · · · ,m

}
是标准正交的。在此坐标系下，可有 |G̃(x)| = 1，并

且单位向量 ∂̃m 正交于向量组 {∂̃1, · · · , ∂̃m−1} 所张成的 m − 1 维线性空间。由于

(y1, · · · , ym−1) 是 ∂M 的一个局部坐标系，因而上述这个 m − 1 维线性空间就是

∂M 在 x处的切空间。与之正交的向量 ∂̃m 即为这个切空间的单位法向量。因此

可将它表示为欧氏空间中常见的形式 n⃗，并且可以被更加形象地解释为 ∂M 在 x

处的法向量。进而，Ṽ m就是向量场 V 在 ∂̃m方向上的分量。此处也将它表示为欧

氏空间中常见的形式 V⃗ · n⃗。进一步，可将 ∂M 上的黎曼体积形式
√
|G̃| dy¬m =√

|G̃| dy1 ∧ · · · ∧ dym−1 = dy1 ∧ · · · ∧ dym−1 表示为欧氏空间中常见的形式 dS，即
“曲面 ∂M 上的面积元”。而在此情况下 ∂M 通常是 Rm中若干闭合的m− 1维曲

面的并集，因而在 ∂M 上的积分号可写作闭合积分
∮
。综合这些分析和处理，便

可写出斯坦因恒等式成立的条件，即式 (4-7)，在欧氏空间这个特例下的表达形式
为： ∮

∂M

pV⃗ · n⃗ dS = 0.

这与已有的结论（例如 [81]）相符。而本节所推得的式 (4-7)则将此条件推广到了
一般的黎曼流形上。

4.3.2 泛函梯度

定理 4.1给出了方向导数 − d
dt

KL(qt||p)与向量场 V 的显式关系。现在考虑最

大化此方向导数以确定泛函梯度，亦即求解下面的优化问题：

V ∗ := max · argmax
V ∈X,∥V ∥X=1

J (V ) := Eq

[
V [log p] + div(V )

]
, (4-8)

其中 q 的下标 t被省略掉了，因为求解最优的 V 是针对一个固定时刻而言的。注

意到在上面的优化问题中向量场所在的集合被限定在了赋范空间 X上。这个空间
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在理想情况下应该为流形M 上的整个向量场空间 T (M )，然而这样得到的解很

难使用粒子——亦即分布 V 的样本——进行估计。因此这里希望选择 T (M )的

一个合适的子集 X使得 V ∗可以自然地使用粒子进行估计。

对 X的要求 在考虑如何选择具体的向量场子空间 X之前，此处首先列出一个合

适的 X所应满足的要求。由于一个具体的 X对应着一个最优解 V ∗，因而对 X的

要求可以通过对 V ∗的要求来表示。

• 要求 1：V ∗是流形M 上的一个合法的向量场；

• 要求 2：V ∗具有坐标不变性；

• 要求 3：V ∗具有闭形式，并且闭形式中分布 q只以期望的形式出现。

要求 3即是如上所述的考虑 T (M )子集的动机。闭形式使得 V ∗ 可方便地计

算，而若 q在闭形式中只以期望的形式出现，那么在估计 V ∗时就可以不需要 q的

密度函数的显式表达式，而只需要其样本亦即粒子即可通过计算样本均值的方式

来估计。SVGD方法中所选取的向量场子空间H m可满足此要求。

前两个要求来自于一般黎曼流形与欧氏空间本质上不同的性质，这些不同之

处使得 SVGD所使用的技术和考量不再适用于黎曼流形的情况。需要说明的是，如
果将 X选为整个向量场空间 T (M )，那么要求 1和 2都可自动满足。但这里考虑
的是将X选为一个子空间，因而可能会出现不满足这两个要求的情况，例如 SVGD
中所选择的 X = H m。

要求 1的必要性很显然，因为本章的推导都是基于向量场。但需要强调的是，
这个条件并不是很轻易就可满足的。例如在欧氏空间 Rm 的情况下，由 m个相互

独立的光滑函数所描述的向量场 (f 1, · · · , fm)即是合法的。但是在一般的 m维黎

曼流形上，任意坐标系中m个分量都是光滑的这一条件并不足够保证一个向量场

的表示是合法的。偶数维超球面就是一个常见的例子，因为由毛球定理（hairy ball
theorem；参见 Abraham等人的著作 [131]定理 8.5.13），其上的向量场必有一个零点
（关键点，critical point）。这个条件是坐标系中 m个光滑函数这种表示所无法保证

的。因而 SVGD中的选择 X = H m无法用于一般的黎曼流形。

要求 2的提出是为了避免最优解 V ∗的歧义性和任意性。坐标不变性是微分流

形领域中一个重要的概念。由于流形都可以局部等同于一个欧氏空间，即其局部

坐标系，因此流形上的概念总可以通过它在坐标系中的形式来表示。但通常流形

上的一个概念是通过一个具有明确含义的原则来定义的，而坐标系的选择却具有

一定的自由度和任意性，因此这个概念在不同坐标系中的表示形式应该给出相同

的结果，或者说这个概念的坐标表示形式在坐标变换下应该保持不变。这种坐标

表示形式被称作具有坐标不变性。若一个坐标表达式没有坐标不变性，那么在两
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个坐标系 (I ,Φ)和 (J ,Ψ)相交的区域上，两个坐标系将会给出两个不同的结果，

这样就会造成在 I ∩J 上这个坐标表达式所代表的概念具有歧义性。而如果考

虑选取一个特定的坐标系使得这个没有坐标不变性的表达式给出一个确定的概念，

那么这种做法则会带来这个概念的任意性。因为对于一般的流形来说，它的任何

坐标系都是等价的，即具有相同的地位。不存在一个客观的方式来说明某一个坐

标系会比其他坐标系特殊。因此选定一个“特定”的坐标系就具有任意性。另外，

对于超球面这样没有全局坐标系的流形来说，这种做法也很难实现：选取一个坐

标系是不够的，而选取多个坐标系又会在这些坐标系相交的区域产生歧义性。因

此，具有坐标不变性的坐标表达式才能反映流形上的一个合理的概念。

一般黎曼流形上梯度的坐标表达式 grad f = gij∂if∂j是坐标不变的，而欧氏空

间中常见的梯度表达式∇f :=
∑
i

∂if∂i则不是坐标不变的。为说明这一论点，考虑

在流形上某一点附近的两个局部坐标系 (I , {xi}mi=1)和 (J , {ya}ma=1)，并将两个坐

标系中的黎曼度量和自然基底分别记为 gij, g̃ab 以及 {∂i}mi=1, {∂̃a}ma=1。在两个坐标

系相交的区域I ∩J，gij∂if∂j = g̃ab∂̃af∂̃b，即两个坐标系中的表达式给出了同样

的结果，但是
∑
i

∂if∂i =
∑
a

(∑
i,b

∂ya

∂xi
∂yb

∂xi
∂̃bf

)
∂̃a ̸=

∑
a

∂̃af∂̃a，即两个坐标系中

的表达式给出了不同的结果。因而只有将梯度的表达式推广为 gij∂if∂j才可正确地

将梯度这个概念推广到一般的黎曼流形上。（当然这个坐标表达式是根据定义梯度

的原则而推导出来的，参见 2.1.2.2节；这里只是在强调一个合理的坐标表达式应具
有坐标不变性，以及欧氏空间中的表达式不一定能够直接通过坐标表达式推广到

一般的黎曼流形上。）类似地，向量场的散度 divV = ∂i(
√
|G|V i)/

√
|G|具有坐标不

变的坐标表达式，而欧氏空间中常见的散度表达式 ∂iV
i =

∂ya

∂xi
∂̃a

(
∂xi

∂yb
Ṽ b

)
̸= ∂̃aṼ

a

则并不是坐标不变的。（不过，向量场在函数上的作用 V [f ] = V i∂if = Ṽ a∂̃af 是

坐标不变的，并且这个形式也就是欧氏空间中常见的表达式。）特别要说明的是，

SVGD所得到的泛函梯度式 (4-2)不是坐标不变的：

V ∗
SVGD(·) :=

m∑
i=1

Eq(x)[K(x, ·)∂xi log p(x) + ∂xiK(x, ·)]∂xi

=
m∑
a=1

m∑
i=1

∂ya

∂xi
(·)Eq(x)

[
K(x, ·)∂y

b

∂xi
(x)∂̃b log p(x) +

∂yb

∂xi
(x)∂̃bK(x, ·)

]
∂̃a

̸=
m∑
a=1

Eq(x)[K(x, ·)∂̃a log p(x) + ∂̃aK(x, ·)]∂̃a.

因而 SVGD中的选择 X = H m从这个角度来说也无法用于一般的黎曼流形。

在展示本章的解决方案之前，首先考虑一些其他可能的方法，并说明这些方
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法也无法满足上述要求。可以注意到 X是向量场空间 T (M )的子空间，而这个线

性空间既可以看作是实数域 R上的，也可以看作是函数域 C∞(M )上的。但无论

何种视角，T (M )都是无限维的，因而难以对它进行表示。首先，可以考虑使用

每点一个 m维向量的方式来表示M 上的一个向量场，但这种方式很容易不满足

上述要求 1和要求 2。这两个要求都是涉及流形上全局的性质，而这种表示方式却
很难控制整个向量场的全局特征。SVGD 的处理方式就属于这一类，但上面的分
析表明这种方式不能用于一般的黎曼流形。其次，可以考虑使用一个的关键点上

的切向量通过平行移动（parallel transport）给出其他点上的切向量的方式来表示一
个向量场。但这种方式使用起来会十分繁琐，而且关键点的选取具有任意性，从

而不满足要求 2。第三种可能的方法是将向量场看作从流形M 到其切丛（tangent
bundle）TM 的映射，然后使用一个向量值函数来表示此映射。但是切丛 TM 通

常来说也是一个流形而不是线性空间，因而难以使用学习向量值函数的方法（例

如 [163]）寻找最优向量场。

解决方案 本节首先介绍所提解决方案，然后说明它们满足上面三个要求。注意

核函数和 RKHS空间的理论仍然适用于黎曼流形上的情况（例如 Steinwart等人的
著作 [162] 第 4章），因为这些理论都建立在比黎曼流形更加广泛的度量空间之上。
令 K : M ×M → R是流形M 上的一个光滑核函数，并令H 表示其 RKHS空
间。由 Steinwart等人的著作 [162]引理 4.3以及流形坐标映射的光滑性（它们是微分
同胚）可知，K 在流形的任一坐标空间上也是一个光滑核函数。这里要求所选的

核函数 K 满足如下条件：零函数是其 RKHS空间H 中唯一的常值函数。常见的

核函数例如高斯核函数（Gaussian kernel）是满足这个要求的（参见 Steinwart等人
的著作 [162]推论 4.44）。
本节提出的解决方案选择下面的向量场子空间：

X = { grad f | f ∈H }, (4-9)

其中光滑函数的梯度 grad : C∞(M ) → T (M )总是一个合法的向量场。在坐标系

中，grad f = gij∂if∂j，其中 gij 是黎曼度量矩阵的逆矩阵 G−1 的第 (i, j)个元素。

下面这个结论说明这样的空间 X可以是一个内积空间，因而也是赋范空间：

引理 4.3： 在一个合适的内积下，式 (4-9)所定义的空间 X等距同构（isometrically
isomorphic）于 RKHS空间H。因而在此内积下，X是一个希尔伯特空间。

证明 定义映射 ι : H → X, f 7→ grad f。由 RKHS空间的线性性，可以验证这个映
射是线性的：∀a, b ∈ R, f, h ∈ H , ι(af + bh) = a grad f + b gradh = aι(f) + bι(h)。
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另外，对于满足条件 ι(f) = ι(h) 的 RKHS 中的任意两个函数 f, h ∈ H，都有

grad(f − h) = 0，因而 f − h是H 中的常函数，而由本节对所考虑的核函数K 的

假设，这个常函数一定是零函数。于是可以得到 f = h，因而 ι是单射。而由 X的

定义，映射 ι一定是满射。因而它是 X和H 之间的一个同构（isomorphism）。
进一步，可以为线性空间 X定义如下内积：

⟨·, ·⟩X : ⟨V, U⟩X =
⟨
ι−1(V ), ι−1(U)

⟩
H
,∀V, U ∈ X.

这个定义给出了一个合法的内积，因为 ι是线性的并且 ⟨·, ·⟩H 是一个内积。由此
内积的构造方式可以得知，ι 是这两个空间 X 和 H 之间的等距同构（isometric
isomorphism）。由于H 是一个希尔伯特空间，因此 X在此内积下也是一个希尔伯

特空间。 □

接下来展示本章中第二个关键结论，即式 (4-8)中的目标函数 J (V )可以写为

X中一个内积的形式，进而可以得到泛函梯度。

定理 4.2 (泛函梯度，functional gradient)： 对于式 (4-9) 及引理 4.3 中所定义的希
尔伯特空间 (X, ⟨·, ·⟩X) 以及式 (4-8) 中定义的目标函数 J，可有结论 J (V ) =

⟨V, grad f ∗⟩X，其中

f ∗(·) = Eq(x)

[(
gradK(x, ·)

)
[log p(x)] + ∆K(x, ·)

]
, (4-10)

以及 ∆f := div(grad f) = ∂i

(√
|G|gij∂jf

)
/
√
|G| 是贝尔特拉米-拉普拉斯算符

（Beltrami-Laplace operator）。特别地，优化问题 (4-8)的最优解为：

V ∗(x′) := max · argmax
V ∈X,∥V ∥X=1

J (V )

= grad f ∗(x′) (4-11a)

= g′ab∂′bEq

[(
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
∂iK(x, x′) + gij∂i∂jK(x, x′)

]
,

(4-11b)

其中带有撇上标“ ′”的符号表示它是以 x′ 为自变量的，而其他符号是以 x为自

变量的。

证明 对于任意 V ∈ X，令 f = ι−1(V )（其中等距同构 ι : H → X在引理 4.3的证
明中给出），亦即 f 是H 中唯一使得 V = grad f 成立的函数。因此 V 可以在坐标

系中表示为 V = gij∂if∂j，并且可将式 (4-8)中的目标函数 J (V )在坐标系中表示：

J (V ) := Eq [V [log p] + div(V )]
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= Eq

[
V j∂j log(p

√
|G|) + ∂jV

j
]

= Eq

[
gij∂if∂j log(p

√
|G|) + ∂j(g

ij∂if)
]

= Eq

[(
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
∂if + gij∂i∂if

]
.

接下来的推导使用 Zhou 等人 [165] 所给出的结论：对于任意 x ∈ M，都有

∂iK(x, ·), ∂i∂jK(x, ·) ∈H，且对于任意 f ∈H，都有 ⟨f(·), ∂iK(x, ·)⟩H = ∂if(x)

以及 ⟨f(·), ∂i∂jK(x, ·)⟩H = ∂i∂jf(x)。这样一来，上面的式子可以改写为：

J (V ) = Eq

[ (
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
⟨f(·), ∂iK(x, ·)⟩H + gij⟨f(·), ∂i∂jK(x, ·)⟩H

]
= Eq

[⟨
f(·),

(
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
∂iK(x, ·) + gij∂i∂jK(x, ·)

⟩
H

]
=
⟨
f(·),Eq

[ (
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
∂iK(A, ·) + gij∂i∂jK(x, ·)

]⟩
H
,

其中所有的函数、微分和期望若非专门指明都是关于变量 x的。为简化此结果，定

义函数 f ∗如下：

f ∗(·) := Eq

[ (
gij∂j log(p

√
|G|) + ∂jg

ij
)
∂iK(x, ·) + gij∂i∂jK(x, ·)

]
= Eq

[
gij∂j log(p

√
|G|)∂iK(x, ·) + ∂j

(√
|G|gij∂iK(x, ·)

)
/
√
|G|
]

= Eq

[
gij∂j log(p

√
|G|)∂iK(x, ·) + ∆K(x, ·)

]
= Eq

[(
gradK(x, ·)

)
[log p(x)] + ∆K(x, ·)

]
,

即式 (4-10)中所给出的函数。使用函数 f ∗，可以将目标函数表示为：

J (V ) = ⟨f(·), f ∗(·)⟩H .

而由于H 与 X是等距同构的，因而上面在H 中的内积也可以在 X中表示，即为

J (V ) = ⟨grad f, grad f ∗⟩X = ⟨V, V ∗⟩X.

而由线性代数中的结论可知，∥V ∗∥X = max
V ∈X,∥V ∥X=1

⟨V, V ∗⟩X，且
V ∗

∥V ∗∥X
=

argmax
V ∈X,∥V ∥X=1

⟨V, V ∗⟩X。因而优化问题 (4-8) 所定义的最优解 max · argmax
V ∈X,∥V ∥X=1

⟨V, V ∗⟩X 正

是 ∥V ∗∥X
V ∗

∥V ∗∥X
= V ∗，即为泛函梯度。至此定理得证。 □

这里所给出的最优解，即泛函梯度 V ∗，是满足上面提出的 3个要求的。参见
式 (4-10)和式 (4-11a)，由于梯度 grad、散度 div、贝尔特拉米-拉普拉斯算符∆、期望
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以及向量场在光滑函数上的作用 V [f ]都是流形上具有坐标不变性的概念，因此 f ∗

以及其梯度 V ∗也都是流形上坐标不变的概念，自然满足要求 2。而由于光滑函数
的梯度总是一个合法的向量场，因此 V ∗满足要求 1。参见式 (4-10)和式 (4-11b)的
形式，可以发现要求 3也显然可以得到满足。
作为对上述定理 4.2的一点补充，现考虑优化问题 (4-8)的最优值：

J (V ∗) = EqEq′

[(
grad′ log p′

)[
(grad log p)[K]

]
+∆′∆K

+ (grad′ log p′)[∆K] + (grad log p)[∆′K]
]
,

其中K = K(x, x′)，以及所有带有撇上标“ ′”的符号以 x′为自变量，其他符号以

x为自变量。作为对核化斯坦因差异量（kernelized Stein discrepancy, KSD） [164,166]

在一般黎曼流形上的推广，这个最优值可以称作分布 q与 p之间的黎曼-核化斯坦
因差异量（Riemannian kernelized Stein discrepancy, RKSD）。与 KSD类似，它也是
一种积分类概率度量（integral probability metric） [167]，并可用于衡量两个分布之

间的差异。

式 (4-11b)给出了泛函梯度 V ∗ 这个向量场的坐标表达式。利用此式即可在坐

标系中对相应的动力学系统进行模拟。具体地，对于一组粒子 {x(l)}Ll=1，它们的更

新方式为：

x(l
′) ←x(l′) + ε

L

{
gab(x(l

′))∂(x(l′))b

L∑
l=1

[(
gij
(
x(l)
)
∂
(x(l))

j log
(
p
(
x(l)
)√
|G (x(l)) |

)
+ ∂

(x(l))
jgij

(
x(l)
))

· ∂
(x(l))

iK
(
x(l), x(l

′)
)
+ gij

(
x(l)
)
∂
(x(l))

i∂
(x(l))

jK
(
x(l), x(l

′)
)]}

, (4-12)

其中 ε是更新步长。这就是所提 RSVGD方法在坐标空间中的更新算法。它可适用
于具有全局坐标系的流形。特别地，对于欧氏空间上的贝叶斯推理问题，RSVGD方
法可使用信息几何技术 [45-46]来加快收敛，其中的黎曼度量矩阵 (gij)被取为似然分

布的费舍尔信息矩阵（Fisher information matrix），或者在其中进一步考虑先验分布
的信息，将它取为费舍尔信息矩阵与先验分布密度函数对数的海森矩阵（Hessian
matrix）之差 [127]（注意 (gij)是 (gij)的逆矩阵）。

4.3.3 嵌入空间中的表达式

上面的推导和讨论给出了在坐标空间中实现 RSVGD 的算法。但这并不总是
最方便的方式。出于与上一章相同的考虑，本章也希望可以在流形的嵌入空间中
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实现 RSVGD的算法。具体来说，例如考虑超球面 Sn−1 := {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1 }或
斯蒂菲尔流形（Stiefel manifold）Mm,n :=

{
M ∈ Rm×n

∣∣M⊤M = Im
} [43]。一方面，

它们没有全局坐标系，因而若使用坐标空间中的算法，在实现过程中不仅需要不

断地更换粒子所在的局部坐标系，而且还需要计算坐标系中 gij，|G|和 ∂iK 这样

的量。对于斯蒂菲尔流形来说，找到它的一个坐标系甚至都是十分困难的。另一

方面，它们是通过欧氏空间中的一个子集的方式来定义的，其几何结构也都由这

个欧氏空间所导出，因而这个欧氏空间就是这些流形的一个自然的等距嵌入空间。

因此，在流形的嵌入空间中实现算法可为解决这些流形上的推理任务带来极大便

利。

正式地说，Rn 是 m 维流形M（n ⩾ m）的嵌入空间，是指存在一个从M

到 Rn的光滑单射 Ξ，称为嵌入映射。若M 是一个黎曼流形，则可定义等距嵌入

（isometric embedding），即嵌入映射 Ξ是保持度量结构的。具体来说，等距嵌入要求

在M 的任一坐标系 (I ,Φ)中，都有 gij =
n∑

a=1

∂ya

∂xi
∂ya

∂xj
，其中

∂ya

∂xi
:=

∂(Ξ ◦ Φ−1)a

∂xi
。

在嵌入空间中，Ξ(M ) ⊂ Rn具有豪斯多夫测度（Hausdorff measure），它为流形M

引入一个测度。这个测度刚好就是M 的黎曼体积形式所引出的测度。详细介绍可

参见 2.1.2.4节。
下面的结论给出了在一般流形的等距嵌入空间中泛函梯度 V ∗的表达式：

命题 4.1 (一般黎曼流形的等距嵌入空间中的泛函梯度)： 设黎曼流形M 通过嵌入

映射 Ξ等距嵌入在 Rn中，并记 Rn的一组单位正交基为 {ya}na=1。令流形M 上所

有函数和算符都通过映射 Ξ−1 : Ξ(M ) → M（因 Ξ是单射故此映射可合法定义）

从 Ξ(M )上取值。定义矩阵 Jn×m : Jai =
∂ya

∂xi
，即嵌入映射 Ξ的雅可比矩阵。定义

矩阵 P (y)n×(n−m)为切空间 TyΞ(M )（作为 Rn中的m维线性子空间）的正交补空

间的一组标准正交基按列排列起来的矩阵。则在此等距嵌入空间中，泛函梯度可

表示为 V ∗(y′) = (In − P ′P ′⊤)∇′f ∗(y′)，其中

f ∗(y′) = Eq

[(
∇ log

(
p
√
|G|
))⊤(

In − PP⊤
)
(∇K) +∇⊤∇K

− tr
(
P⊤(∇∇⊤K)P

)
+
(
(J⊤∇)⊤(G−1J⊤)

)
(∇K)

]
, (4-13)

其中∇ = (∂y1 , · · · , ∂yn)⊤，tr(·)表示矩阵的迹（trace），带有撇上标“ ′”的符号表

示以 y′为自变量，K 同时以 y和 y′为自变量，而其他符号以 y为自变量。

证明 首先推导出一个有用的结论。令 f : Ξ(M )→ R是嵌入空间中的一个光滑函
数。通过与 Ξ−1 复合，它可被视作流形M 上的一个光滑函数。由求导的链式法
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则，可以推得：

∂if = ∂af
∂ya

∂xi
= J⊤∇f,

其中矩阵 Jn×m及 ∇如命题中所述。另外对于等距嵌入，可有性质 G = J⊤J。

由式 (4-10)可知，f ∗(y′) = Eq

[
f1+f2

]
，其中 f1 = (gradK)[log p]，而 f2 = ∆K。

接下来进行如下变形：

f1 = gij(∂i log p)(∂jK)

= gij
∂ya

∂xi
(∂a log p)

∂yb

∂xj
(∂bK)

= (∇ log p)⊤(JG−1J⊤)∇K,

f2 = gij(∂iK)(∂j log
√
|G|) + ∂i(g

ij∂jK)

= (∇ log
√
|G|)⊤(JG−1J⊤)∇K +

∂ya

∂xi
∂a(g

ij ∂y
b

∂xj
∂bK)

= (∇ log
√
|G|)⊤(JG−1J⊤)∇K + (J⊤∇)⊤(G−1J⊤∇K)

= (∇ log
√
|G|)⊤(JG−1J⊤)∇K +

(
(J⊤∇)⊤(G−1J⊤)

)
∇K

+ tr
(
(∇∇⊤K)(JG−1J⊤)

)
.

为进一步简化此表达式，注意到 JG−1J⊤ = J(J⊤J)−1J⊤是 Rn中向 J 的列空

间作正交投影的算符，而 J(y)的列空间正是 Ξ(M )在 y处的切空间，它是 Rn 的

一个m维线性子空间。而这个正交投影也可以通过使用矩阵 P 表示为 In − PP⊤。

具体细节可以参看上一章中的 3.2.2节。使用矩阵 P 表示的优势在于，它与M 坐

标系的选择无关，这样即使M 没有全局坐标系，它也能够方便地在嵌入空间中进

行表示。另外，矩阵 P 通常可以更简单直接地得到，并且使用 P 的表达式计算起

来会方便很多（参见 3.2.2节的说明）。通过引入矩阵 P，可以继续对 f ∗变形：

f1 + f2 = (∇ log p
√
|G|)⊤(JG−1J⊤)∇K +

(
(J⊤∇)⊤(G−1J⊤)

)
∇K

+ tr
(
(∇∇⊤K)(JG−1J⊤)

)
= (∇ log p

√
|G|)⊤(In − PP⊤)∇K +

(
(J⊤∇)⊤(G−1J⊤)

)
∇K

+ tr
(
(∇∇⊤K)− (∇∇⊤K)PP⊤

)
= (∇ log p

√
|G|)⊤(In − PP⊤)∇K +

(
(J⊤∇)⊤(G−1J⊤)

)
∇K

+∇⊤∇K − tr
(
P⊤(∇∇⊤K)P

)
. □

最后，V ∗(y′) = grad′ f ∗(y′) = g′ij∂′if
∗(y′)∂′j = g′ij

∂ya

∂xi
(y′)∂′af

∗(y′)
∂yb

∂xj
(y′)∂′b =
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J ′G′−1J ′∇′f ∗(y′) = (In − P ′P ′⊤)∇′f(y′)，这便完成了命题结论的推导。

注意 P 是与M 的坐标系选取无关的，而 J 和 G则有关，但最终结果 V ∗ 是

与坐标系选取无关的。在嵌入空间中模拟 V ∗所引出的动力学系统与在坐标空间中

的情况十分不同，因为这需要在一个受限的空间 Ξ(M )上移动粒子。给定一组在

嵌入空间中表示的粒子 {y(l)}Ll=1，此动力学系统的一个一阶近似模拟方法是：

y(l
′) ← Expy(l

′)

(
εV ∗(y(l

′))
)
, (4-14)

其中 V ∗(y(l
′))可由粒子 {y(l)}Ll=1通过式 (4-13)来估计，而 Expy 是 Ξ(M )在点 y处

的指数映射（exponential map），它将点 y处的一个切向量 v ∈ TyΞ(M )映射到与 v

相切的长度为 ∥v∥的测地线（geodesic）的终点。指数映射可看作是线性空间中的
加法在黎曼流形上的推广。在 Rn中，指数映射会将切向量 v映射到 v方向长度为

∥v∥的线段的终点，也就是 y + v。在超球面 Sn−1上，指数映射会将切向量 v映射

到与 v相切的长度为 ∥v∥的大圆（the great circle; orthodrome）圆弧的终点：

（超球面上指数映射） Expy(v) = y cos(∥v∥) + (v/∥v∥) sin(∥v∥). (4-15)

总之，式 (4-14) 是所提 RSVGD 方法在一般黎曼流形的嵌入空间中进行计算的算
法。

特例：超球面 这一部分考虑将上面的命题 4.1，即一般流形上的泛函梯度 V ∗ 在

嵌入空间中的表达式，特例化为超球面的情况M = Sn−1。首先给出结论如下。

命题 4.2 (超球面的等距嵌入空间中的泛函梯度)： 对于等距嵌入在Rn中的超球面

Sn−1，可有结论 V ∗(y′) = (In − y′y′⊤)∇′f ∗(y′)，其中

f ∗(y′) = Eq

[(
∇ log p

)⊤
(∇K) +∇⊤∇K − y⊤

(
∇∇⊤K

)
y − (y⊤∇ log p+ n− 1)y⊤∇K

]
.

(4-16)

证明 对于等距嵌入在 Rn中的超球面 Sn−1，其嵌入映射 Ξ为单位映射。不失一般

性，考虑 Sn−1 的上半球这个坐标系 (I := { y ∈ Rn | ∥y∥ = 1, yn > 0 },Φ : y 7→
(y1, · · · , yn−1)⊤ ∈ Rn−1)。在此坐标系中，可有结论 Φ(I ) =

{
x ∈ Rn−1

∣∣ ∥x∥ < 1
}

以及 Ξ(x) = (x1, · · · , xn−1,
√
1− x⊤x)⊤，因此

J =

 In−1

− x⊤√
1− x⊤x

 ,
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并且 G = In−1 +
xx⊤

1− x⊤x
，G−1 = In−1 − xx⊤，|G| =

1

1− x⊤x
。Ξ(Sn−1)在 y ∈ Rn

处的切空间是一个与 Rn中的向量 y垂直的超平面，因而其正交补空间就是向量 y

所指方向的直线。因而可得 P (y) = y。将这些结果代入式 (4-13)中，经过整理便
可得到在超球面 Sn−1上 V ∗的嵌入空间表达式式 (4-16)。 □

注意此超球面上的嵌入空间表达式式 (4-16) 与超球面 Sn−1 的坐标系完全无

关。在超球面 Sn−1 的嵌入空间中使用所提 RSVGD 方法的算法可由式 (4-16) 及
式 (4-15)给出。
最后，进一步考虑 RSVGD方法在超球面的 T 次乘积流形（product manifold）

(Sn−1)T 上的表示。这个超球面乘积流形是球面混合模型（spherical admixture model,
SAM） [22] 中话题这个全局隐变量所在的空间，因而解决 SAM模型的后验推理问
题，需要在此乘积空间上使用 RSVGD方法。
首先来考虑一般的乘积流形 (M )T。对其上任一点 x = (x(1), · · · , x(T )) ∈

(M )T，它附近的一个局部坐标系可表示为

(
T⊗

k=1

I(k),

T⊗
k=1

{xi(k)(k) }
n−1
i(k)=1

)
，其中每

个
(
I(k), {x

i(k)
(k) }

n−1
i(k)=1

)
都是对应流形M(k) 上 x(k) 附近的局部坐标系。在乘积流形

(M )T 的上述坐标系中，自然基底为
{
∂(k),i(k)

∣∣∣ k = 1, · · · , T, i(k) = 1, · · · , n− 1
}
，

而由乘积流形的定义，其切空间为各个因子流形切空间的乘积空间，其黎曼结

构是各个因子流形切空间中内积的乘积：g(k,l),i(k),j(l) := δklgi(k),j(l)，其中 δkl = 1

当且仅当 k = l 否则为零。由此构造方式，乘积流形 (M )T 上一个光滑函数

f ∈ C∞((M )T ) 的梯度可以表示为 grad f =
T∑

k=1

g
i(k)j(k)
(k) ∂(k),i(k)f∂(k),j(k)，而其

上一个向量场 V =
T∑

k=1

V
i(k)
(k) ∂(k),i(k) ∈ T ((M )T ) 的散度可以表示为 div(V ) =

T∑
k=1

(
∂(k),i(k)V

i(k)
(k) + V

i(k)
(k) ∂(k),i(k) log

√
|G(k)|

)
。光滑函数 f 的贝尔特拉米-拉普拉斯

算符 ∆f 也可以得到表示。

现在考虑超球面的 T 次乘积流形 (Sn−1)T。为将它在其嵌入空间 (Rn)T 中

表示，可将第 k 个因子流形 Sn−1 等距嵌入在 Rn 中，并用 Rn 中的向量 y(k) 表

示。对于 (Sn−1)T 上的点 y = (y(1), · · · , y(T ))，可考虑乘积化的核函数 K(y, y′) =
T∏

k=1

K(k)(y(k), y
′
(k))，其中K(k)是第 k个因子流形 Sn−1上的核函数。基于这些准备，

可以将命题 4.2拓展到超球面的乘积流形中：

命题 4.3 (超球面的乘积流形中的泛函梯度（嵌入空间表达式）)： 对于等距嵌入
在 (Rn)T 中的超球面 Sn−1 的 T 次乘积流形 (Sn−1)T，其上泛函梯度 V ∗ =
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(V ∗
(1), ·, V ∗

(T ))可表示为 V ∗(y′)(k′) = (In − y′(k′)y′(k′)
⊤
)∇′

(k′)f
∗(y′)，其中

f ∗(y′) = Eq

[
K(y, y′)

T∑
k=1

[(
∇(k) log p

)⊤(∇(k) logK(k)

)
+∇⊤

(k)∇(k) logK(k)

− y⊤(k)
(
∇(k)∇⊤

(k)K(k)

)
y(k) +

∥∥∇(k) logK(k)

∥∥2 − (y⊤(k)∇(k) logK(k)

)2
−
(
y⊤(k)∇(k) log p+ n− 1

)
y⊤(k)∇(k) logK(k)

]]
.

使用此命题中的结论即可应用 RSVGD方法解决 SAM模型的后验推理问题。

4.4 实验

由于实验结果表明，在 RSVGD 中简单地直接使用随机选取的子数据集来估
计梯度（即随机梯度）不能取得很好的结果，因而本部分实验中将只考虑使用整

个数据集（即准确梯度）的情况下考察 RSVGD和各方法的表现。RSVGD方法与
随机子数据集（随机梯度）的相容性将留作后续工作。实验代码和数据可从网站

“http://ml.cs.tsinghua.edu.cn/~changliu/rsvgd/”下载。

4.4.1 贝叶斯逻辑回归模型实验

为考察 RSVGD方法在欧氏空间上的推理任务中（参见式 (4-12)）的实际表现，
本实验选取贝叶斯逻辑回归模型（Bayesian logistic regression, BLR）的后验推理任
务进行测试。BLR 模型首先从先验 θ ∼ N (0, αIm) 中生成隐变量 θ，再对于每一

个数据点 Xd，从伯努利似然分布中生成此数据点的类别 Yd ∼ Bern(σ(θ⊤Xd))，其

中 σ(x) = 1/(1 + e−x) 是 sigmoid 函数。BLR 模型的推理任务即给出对后验分布
p(θ|{Yd}, {Xd})的估计。

使用 RSVGD方法的细节 为应用 RSVGD方法表达在坐标空间中的算法，首先在
此计算式 (4-12)中所需的量。由上述 BLR模型的定义，可以得知：

对数先验： log p0(θ) = −
θ⊤θ

2α
+ const,

对数似然： log p({Yd}|θ, {Xd}) =
|D |∑
d=1

(
Ydθ

⊤Xd − log(1 + eθ
⊤Xd)

)
+ const,

对数后验： log p(θ|{Yd}, {Xd}) = −
θ⊤θ

2α
+

|D |∑
d=1

(
Ydθ

⊤Xd − log(1 + eθ
⊤Xd)

)
+ const.
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由此可以推导出目标分布（即后验分布）密度函数的梯度为：

∇ log p(θ|{Yd}, {Xd}) = −
1

α
θ +

|D |∑
d=1

(
Yd − σ(θ⊤Xd)

)
Xd.

如 4.3.2节最后所述，使用信息几何的思想可以把黎曼度量矩阵取为费舍尔信
息矩阵M与先验分布密度函数对数的海森矩阵之差 [127]，由此可以计算对于 BLR
模型，其黎曼度量矩阵为：

G(θ) =M
(
p({Yd}|θ, {Xd})

)
−∇∇⊤ log p0(θ)

= Ep({Yd}|θ,{Xd})
[(
∇ log p({Yd}|θ, {Xd})

) (
∇ log p({Yd}|θ, {Xd})

)⊤]
−∇∇⊤ log p0(θ)

=

|D |∑
d=1

cdXdX
⊤
d +

1

α
Im,

其中 cd = σ(θ⊤Xd)(1− σ(θ⊤Xd))。对于其逆矩阵 G−1，可以直接数值计算 G的逆,
其时间复杂度为 O(m3)。除此之外，注意到还有一个计算此逆矩阵的方法，其时

间复杂度为O(m2|D |)。这个方法首先选取G−1
0 = αIm，然后迭代使用谢尔曼-莫里

森公式（Sherman-Morrison formula） [144]：

G−1
d = G−1

d−1 −
cd(G

−1
d−1Xd)(G

−1
d−1Xd)

⊤

1 + cdX⊤
d G

−1
d−1Xd

,

直到得到 G−1
|D | 作为最终对逆矩阵的计算结果。对于小数据集，或者随机选取的子

数据集，这种方式会具有优势。不过在本实验中，直接数值计算逆矩阵要更快一

些。

下面来计算式 (4-12)中剩下的量。首先注意到 ∂iG := ∂θiG =

|D |∑
d=1

fdXdiXdX
⊤
d ，

其中 fd =
1− eθ⊤Xd

1 + eθ⊤Xd
cd。另外，由于 ∂iGjk =

|D |∑
d=1

fdXdiXdjXdk，因此 ∂iGjk 中的下

标 i, j, k是完全可以重排的。特别地，可有结论 ∂iGjk = ∂jGik。由此可有：

∂i log |G(θ)| = tr(G−1∂iG) =

|D |∑
d=1

fd(X
⊤
d G

−1Xd)Xdi,

以及

m∑
j=1

∂jG
−1
ij (θ) = −G−1

(i,:)

m∑
j=1

(∂jG)G
−1
(:,j) = −

m∑
k=1

G−1
(i,k)

m∑
j=1

m∑
l=1

(∂jG)(k,l)G
−1
(l,j)
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= −
m∑
k=1

G−1
(i,k)

m∑
j=1

m∑
l=1

(∂kG)(j,l)G
−1
(l,j) = −

m∑
k=1

G−1
(i,k) tr

(
(∂kG)G

−1
)

= −G−1
(i,:)∇ log |G(θ)|.

至此，式 (4-12)中所有的量便都可以计算了。

核函数 由本章中引言（4.1 节）所介绍，在欧氏空间 Rm 上的推理任务中使用

RSVGD相当于是在似然分布所构成的分布流形中模拟一个动力学系统，而这个欧
氏空间就是这个分布流形的一个全局坐标系 (Rm,Φ)。为在分布流形上指定一个核

函数，可以考虑 Rm 上的一个核函数，并将它与 Φ−1 复合从而成为分布流形上的

一个二元函数。由 Φ−1 的双射性质，Steinwart 等人的著作 [162] 引理 4.3 断言，这
个二元函数就是分布流形上的一个核函数。因此只需选取 Rm 上的一个核函数即

可。本实验中选择高斯核函数（Gaussian kernel）。由 Steinwart等人的著作 [162] 推

论 4.44，高斯核函数的 RKHS空间中零函数是唯一的常值函数，因而这个选择满
足 RSVGD方法对核函数的要求。更进一步，本实验在实现 SVGD和 RSVGD方法
时将核函数取为具有不同带宽（bandwidth）的若干高斯核函数之和。由 Steinwart
等人的著作 [162] 引理 4.5，这个和仍然是一个合法的核函数。实验中发现使用这个
核函数比使用原本的 SVGD方法中通过中位数方法确定带宽的单个高斯核函数的
方法会取得更好的结果。

实验设定 本实验将所提的 RSVGD方法与 SVGD方法（均使用整个数据集估计
梯度）进行对比，并以随训练迭代次数而变化的测试集上预测准确率来衡量。所

使用的数据集包括 Splice19 数据集和 Covertype 数据集。Splice19 数据集（1,000
个训练样本，数据维度为 60）是 Mika 等人 [168] 所编译整理的标准数据集中的一

个，而 Covertype 数据集（581,012 个样本，数据维度为 54）是 SVGD 方法的原
论文 [81] 中使用的一个数据集。在 Splice19数据集和 Covertype数据集上，RSVGD
和 SVGD两方法都分别重复了 20次和 10次，并取这些次的平均结果展示。参照
SVGD原论文 [81] 中的做法，本实验也在 Covertype数据集上的每一次运行中都以
80% : 20%的比例随机地将数据集分为训练集和测试集。实验中固定了 BLR模型
的超参数 α = 0.01，并对 RSVGD和 SVGD两方法都选择粒子数为 100。RSVGD
方法通过式 (4-12)来更新粒子，并取步长 ε = 0.3。这个更新方式相当于优化中所

说的梯度下降方法（gradient descent）。而 SVGD方法使用其原论文中推荐的带有
动量的 AdaGrad方法来利用泛函梯度更新粒子，并取步长 ε = 3× 10−3，遗忘率参

数 0.9。对 SVGD方法实验中也尝试了将带有动量的 AdaGrad方法替换为梯度下降
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(a) Splice19数据集上的结果
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(b) Covertype数据集上的结果

图 4.1 贝叶斯逻辑回归模型的后验推理任务中 RSVGD和 SVGD方法的推理结果（以在
测试集上的预测准确率衡量）随训练迭代次数的变化曲线。

方法，但没有观察到更好的结果。

实验结果 从图 4.1中可以看出，RSVGD方法在两个数据集上都比 SVGD方法具
有更高的推理效率。这展示了 RSVGD 使用信息几何而带来的加快推理收敛速度
的好处。尽管原本的 SVGD方法中所使用的带有动量的 AdaGrad方法可被解释为
一个利用了目标函数几何性质的经验估计的优化方法 [78]，但所提 RSVGD方法提
供了一个更加有原则性的方案，并且在实验中也取得了更好的效果。

4.4.2 球面混合模型实验

下面的实验将在球面混合模型（spherical admixture model, SAM）[22]的后验推

理任务上考察所提 RSVGD方法在黎曼流形上的后验推理任务上的表现。SAM模
型是一个话题模型，它可以处理分布在超球面上的数据，例如由归一化词频-逆篇
频（term frequency-inverse document frequency, tf-idf）特征所表示的文档数据。SAM
模型的后验推理任务是，在给定超球面 Sn−1上的数据集 X = {Xd}|D |

d 之后，估计

话题这个全局隐变量 β = {βτ}Tτ=1的后验分布 p(β|X)，其中每一个数据点Xd和每

一个话题 βτ 都在超球面 Sn−1 上。后验分布密度函数的对数梯度 ∇ log p(β|X)在

嵌入空间中的表示可由上一章中的式 (3-12)计算。详细信息可参考 3.3节。注意此
任务中的隐变量 β = (β1, · · · , βT )是处在超球面的 T 次乘积流形 (Sn−1)T 上的，因

此需要使用命题 4.3中所给出的 RSVGD的形式来实现算法。

核函数 与欧氏空间中所使用高斯核函数类似，在超球面 Sn−1 上可使用 vMF
核函数 K(y, y′) := exp(κy⊤y′)。这个 Sn−1 上的核函数是其等距嵌入空间 Rn

上的高斯核函数在它上面的限制，即对于超球面 Sn−1 上任意两点 y, y′，都有
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exp(−κ
2
∥y − y′∥2) = exp(−κ) exp(κy⊤y′)成立。因此，由 Steinwart等人的著作 [162]

引理 4.3可知，vMF核函数是超球面 Sn−1上一个合法的核函数。另外，反正弦核

函数 K(y, y′) := arcsin(y⊤y′)也是超球面 Sn−1 上的一个核函数，这是因为反正弦

函数的泰勒展开式（Taylor expansion）中各次项系数都是非负的，进而由 Steinwart
等人的著作 [162]引理 4.8可知它是一个合法的核函数。不过不幸的是，这个核函数
在实验中的表现并不如意，因此下面的实验使用的都是 vMF核函数。有了超球面
Sn−1上的核函数之后，便可根据 4.3.3节中最后部分的做法，在其 T 次乘积流形上

定义核函数：K(y, y′) :=
T∏

k=1

exp(κy⊤(k)y′(k))。最后，与上面的实验 4.4.1节中的处理

类似，本实验中也使用具有不同带宽（bandwidth）的若干 vMF核函数之和作为最
终使用的核函数。

实验设定 由于超球面这个流形的限制，诸多相关的推理方法都无法应用于此任

务上，包括 SVGD方法。SAM模型的原工作 [22]中提出了一个基于平均场（mean-
field）假设的变分推理方法（variational inference, VI）。这个方法是一种基于模型的
变分推理方法（ModVI）。此外，在此任务上还有一些MCMC方法，例如测地线蒙特
卡罗方法（geodesic Monte Carlo, GMC）[44]，以及在上一章所提出的具有可扩展性

的随机梯度测地线蒙特卡罗方法（stochastic gradient geodesic Monte Carlo, SGGMC）
和测地线随机梯度诺泽-胡佛恒温器方法（geodesic stochastic gradient Nosé-Hoover
thermostats, gSGNHT）。本实验将选取 GMC方法和 SGGMC方法作为 MCMC方
法中的代表。这两个 MCMC 方法通常是通过模拟一条马尔可夫链的方式进行采
样，即序列式（sequential, 简记为“-seq”）采样，而为了与 ParVI 方法特别是所
提 RSVGD方法的模拟方式相匹配，本实验也为这两个MCMC方法实现了平行式
（parallel，简记为“-para”）采样，即同时平行地模拟多条马尔可夫链，每一次迭代
所有链都各自更新一步自己的样本，并取所有链上的样本作为对目标分布的估计。

另外对于 SGGMC方法，由于它可以使用随机子数据集技术（或称随机梯度技术），
因而可以同时考虑在一次迭代中使用全体数据集（full-batch，简记为“f”）与使用
随机子数据集（mini-batch，简记为“b”）的 SGGMC方法。SGGMCb方法在实验
中选取的随机子数据集大小为 50。在 ParVI方法方面，本章中所提的 RSVGD方
法是第一个可以处理 SAM模型后验推理任务的方法，因此 RSVGD方法无法与其
他 ParVI方法对比，而只考虑与 VI方法和MCMC方法进行对比。

为将 GMC，SGGMC以及 RSVGD等方法应用于 SAM模型的推理任务中，可
直接采用上一章 3.3节中的框架，即算法 3。特别地，这些方法使用同样的梯度估
计方法（除了标有“-b”亦即使用随机梯度的方法），因此它们之间的对比是公平
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(b)遍历轮数为 200时的实验结果

图 4.2 SAM模型在 20News-different数据集上的后验推理任务中各方法的推理效果。

的。这里采用上一章中 SAM模型的实验部分（即 3.4.3节）所使用的在 20News-
different数据集上的实验设定，例如模型超参数等。本实验也使用对数困惑度（log-
perplexity）来衡量推理效果，它的值越小表明推理效果越好。不同的是，为了展示
所提 RSVGD方法的迭代有效性，实验结果将以各方法的推理效果随在数据集上的
遍历轮数（epoch，即一个方法目前为止已经接触过的数据点的数目（重复接触过
的数据点重复计数）占整个数据集大小的比例）的变化情况而表现。由于 SGGMCb
方法会在迭代中使用随机子数据集，因而考察随迭代次数的变化曲线对它是不公

平的。而使用遍历轮数则可以公平比较。另外，为展示所提 RSVGD方法的粒子高
效性，本实验也会展示各方法推理效果随所用粒子（样本）数量的变化曲线。

实验结果 图 4.2(a) 展示了各推理方法推理效果随遍历轮数的变化曲线。从中可
以发现，RSVGD方法是随遍历轮数收敛最快的方法。这表明由于 RSVGD方法是
基于优化问题的且使用了确定性的更新方式，它在实际中具有迭代有效性的优势。

VI方法虽然收敛得也很快，但由于它为变分分布做了一个较强的平均场假设，因
而最终无法取得一个很好的结果。与之对比，RSVGD最终可取得更好的结果。这
表明虽然同为变分推理方法，但由于 RSVGD极大地放宽了对变分分布的假设，因
而比 VI方法具有更强的近似灵活性，从而取得更好的推理结果。这个结果与同样
使用粒子（样本）的 SGGMCf方法的结果是可比的。GMC方法也在不断取得更好
的结果，但图中所展示的遍历轮数范围（即 0至 200轮）仍然不足够。由于 SGGMC
方法所采样本之间仍然存在自相关性，因此在有限的粒子数目条件下，其结果没

有 RSVGD方法好。
图 4.2(b)则展示了各方法使用不同粒子（样本）数时在遍历数据集 200轮后

的推理结果。可以发现在使用相同数目的粒子时，RSVGD几乎总能取得最好的推

84



第 4章 黎曼-斯坦因变分梯度下降方法

理效果，这展示了 RSVGD的粒子高效性。在使用较少粒子（样本）时，SGGMCf
方法在 200轮遍历后即可收敛，因而可以取得比 RSVGD更好的结果。使用更多粒
子（样本）时，样本之间的自相关性会更加明显地影响 SGGMCf的收敛速度，使
得这个遍历轮数后 SGGMCf不足以收敛，从而被 RSVGD超越。

4.5 本章小结与讨论

本章开发了黎曼-斯坦因变分梯度下降方法（Riemannian Stein variational gradi-
ent descent, RSVGD），作为 SVGD方法 [81]在黎曼流形情况下的推广。本章将 SVGD
的思想做了抽象与推广，提出算法关键在于求出 KL散度的方向导数和泛函梯度。
本章推导出了黎曼流形上方向导数的表达式，而为了得到一个合法且有闭形式的

泛函梯度，本章首先分析了一般黎曼流形对泛函梯度的一些要求，然后发现 SVGD
方法所用技术无法满足这些要求，最后提出解决方案，给出 RSVGD方法。此方法
在坐标空间中的表达式可由泛函梯度的坐标表示给出，而为了可以用于超球面这

样没有全局坐标系的流形，本章也推导出了 RSVGD在流形嵌入空间中的表达式。
实验结果表明了在实际中，RSVGD在欧氏空间上的推理任务中能够使用信息几何
而带来的更快的收敛速度，以及在超球面上的推理任务中胜于已有可用方法的粒

子高效性、迭代有效性以及近似灵活性。

此工作在未来可能的拓展方向包括深入挖掘所提的黎曼-核化斯坦因差异量
（Riemannian kernelized Stein discrepancy, RKSD）在衡量两个分布之间差异上的性
能。在黎曼流形的情况下，考虑流形几何结构的RKSD可以更好地反映此流形上两
个分布之间的差别。探求可使用随机子数据集（随机梯度）的RSVGD方法是另一个
有意义的研究方向。一方面，这种改进可使 RSVGD变得更有可扩展性（scalability）
从而可以快速处理大规模数据，而另一方面，如文中所说，简单直接地在RSVGD中
使用随机梯度效果并不理想。将 RSVGD方法应用于更多的任务中也是一个十分有
前景的方向，例如欧氏空间上的推理任务如深度生成模型（deep generative models）
和贝叶斯神经网络（Bayesian neural networks）的后验推理问题（其中黎曼度量矩
阵可通过 Li等人 [157]所提出的方法进行估计），以及黎曼流形上的推理任务如斯蒂

菲尔流形上的贝叶斯矩阵补全方法（Bayesian matrix completion）[40]。
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第 5章 基于粒子的变分推理方法的分析与加速

基于粒子的变分推理方法（particle-based variational inference, ParVI）已在贝
叶斯推理方法领域取得了令人瞩目的发展。它们所具有的近似灵活性和迭代有效

性吸引了人们的注意。本章将从 ParVI方法作为沃瑟斯坦空间（Wasserstein space）
上的梯度流（gradient flow）这个视角进行深入探索，为 ParVI方法进行一些理论
分析，同时提出一些可行的新算法提高 ParVI方法的实际表现。在理论方面，本
章统一了现有 ParVI方法使用有限多粒子进行模拟时所做的近似，发现这些近似
实质上是一个必需的平滑操作，并可归结于平滑密度和平滑函数这两个等价的形

式中。这个新的理解揭示了现有 ParVI方法所做的假设以及它们之间的关系，同
时也为开发新的 ParVI 方法提供了思路，例如本章中所开发的两个新的 ParVI 方
法。在实用技术方面，本章为所有 ParVI方法提出了一个加速框架以及一个带宽
（bandwidth）选择方法。这些新技术都基于本章所建立的理论以及对沃瑟斯坦空间
的几何性质的深入挖掘。实验结果表明，所提加速框架可使各 ParVI方法获得更快
的收敛速度，而所提带宽选择方法可使各 ParVI方法所产生的粒子分布得更加准
确而整齐。

5.1 研究动机

贝叶斯推理为建模数据的不确定性提供了强有力的工具。它的任务是在给定

观测数据之后，估计一个贝叶斯模型隐变量的后验分布 p。这个分布的支撑空间

（support space）M 就是此贝叶斯模型的隐空间。由于一般来说 p的闭形式很难得

到，因而便产生了各种近似方法。变分推理方法（variational inference, VI）通过在
一个分布族中最小化与 p之间的差距（通常由 KL散度衡量）来给出一个可行的
近似。这个分布族通常被选取为一个参数化分布族 [30,62]，然后推理任务便可被转

化为一个参数空间上的优化问题进而可以被有效求解。但是这个选择为用来近似

p的分布（即变分分布，variational distribution）施加了一个较强的假设，限制了这
类方法的近似灵活度，从而与目标分布 p的接近程度会受到影响。马尔可夫链蒙

特卡罗方法（Markov chain Monte Carlo, MCMC）[60,91,97,119]则希望直接从 p中进行

采样。尽管它们具有渐进准确性（asymptotically accurate）的好处，但由于它们所
采的样本之间具有自相关性，因而它们通常在实际中收敛得较慢。即使使用预热

采样（burn-in），它们通常也需要一个较大的样本规模才能取得较好的结果 [81]，而

这则加重了处理后续任务的负担。
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近来出现了一类新的贝叶斯推理方法，称为基于粒子的变分推理方法（particle-
based variational inference, ParVI）。它们使用一组样本，或称粒子，来代表变分分
布（类似MCMC方法），并通过最小化与 p之间的 KL散度来以一个确定性的方式
更新这组粒子（类似 VI方法）。与传统的 VI方法对比，由于 ParVI方法使用了非
参数的粒子形式来表示变分分布，因而它们具有更强的近似灵活性。而与MCMC
方法对比，由于它们直接考虑一组有限数目粒子的近似效果并考虑了粒子之间的

相互作用，因而它们具有更强的粒子高效性，而基于优化 KL散度的原理也使得
它们可以收敛得更快。斯坦因变分梯度下降方法（Stein variational gradient descent,
SVGD）[81]是 ParVI方法中的一个典型代表。它通过一个合适的向量场所引出的动
力学系统来更新粒子，使得 KL散度可以最快地被最小化。SVGD所具有的 ParVI
方法的独特优势使得它在贝叶斯推理领域受到了高度关注。人们开发了它的很多

变体 [83-84,169]并将它应用于诸多问题中 [23-25,154,170-171]。

SVGD方法随后被解释为使用有限多个粒子对一个由核函数所定义的分布流
形PH (M ) [85]上KL散度的最速下降曲线族（steepest descending curves）进行模拟
的方法。更加正式地，这个最速下降曲线族被称为梯度流（gradient flows）。受此启
发，人们开始关注沃瑟斯坦空间（Wasserstein space）P2(M ) [53-54]上 KL散度的梯
度流（简称沃瑟斯坦梯度流），并考虑使用有限多个粒子来模拟此梯度流，进而开

发了更多的 ParVI方法。粒子优化方法（particle optimization method, PO）[55]以及

w-SGLD方法 [56]使用最小移动量框架（minimizing movement scheme, MMS）（参见
[61]以及 Ambrosio等人的著作 [54]定义 2.0.6）对沃瑟斯坦梯度流进行离散化处理，
并通过一些近似使用有限多个粒子进行模拟。Blob方法（最初称为 w-SGLD-B方
法）[56]使用一个由向量场形式所表示的动力学系统来更新粒子。动力学系统的离

散化处理是通过显式欧拉法来实现的，而它也做了一些近似从而可以使用有限多

个粒子进行模拟。尽管这些 ParVI方法已经有一些经验上的对比，但从理论上对
它们所使用的有限多个粒子近似的分析却仍处空白。特别地，这些近似背后基于

的假设以及这些具体近似方法之间的关系仍有待探索。另外还可以注意到，从优

化领域的视角来看，现有的 ParVI方法都是在模拟梯度流，却没有 ParVI方法可以
更充分地利用沃瑟斯坦空间P2(M ) 的几何性质来对更加吸引人的P2(M ) 上一

阶加速方法进行模拟。此外，用于平滑操作的核函数（kernel）的带宽（bandwidth）
对于 ParVI方法的实际表现具有关键作用，而现在所使用的基于数值计算上的一
个直觉的中位数方法（median method）[81]不足以满足要求 [169]。因此，ParVI领域
中还需要一个具有原则性的带宽选择方法。

本章中将深入挖掘沃瑟斯坦梯度流这个概念，以解决如上所述的 ParVI领域
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中的问题和需求。本章给出了一个 ParVI方法的有限多个粒子近似的统一理论，并
为所有 ParVI方法提出了一个加速框架和一个具有原则性的带宽选择方法作为解
决实际问题的可行方案。在理论方面，本章所给出的统一理论发现，各种 ParVI方
法本质上都是一个必需的平滑操作（smoothing treatment），并且可以由平滑密度
（smoothing density）和平滑函数（smoothing functions）这两个等价的形式实现。本
章揭示了现存 ParVI方法所使用的有限多个粒子近似可归结在这两种平滑形式之
中这一隐晦的事实，并由这两种形式的等价性将这些 ParVI方法联系在了一起。而
基于平滑操作的必要性，本章发现 ParVI方法其实是做了对其变分分布的假设的。
本章的理论也为开发新的 ParVI方法给出了原则与启示，并据此设计开发了两个
新的 ParVI方法。在实际技术方面，所提加速框架是基于黎曼流形版本的 [123-124]涅

斯捷洛夫加速方法（Nesterov’s acceleration method）[77]。这个方法具有比梯度流模

拟更快的收敛性的理论保证。为开发加速框架，本章对沃瑟斯坦空间P2(M )的

黎曼结构进行了具有原创性且十分深入的分析，得到了使用有限多个粒子对沃瑟

斯坦空间上的指数映射（exponential map）与平行移动（parallel transport）进行计
算的方法。这里需要强调的是，直接将涅斯捷洛夫加速方法应用于支撑空间M 中

的每个粒子上是缺乏理论合理性的，因为 KL 散度并不是在M 上被最小化而是

在P2(M )上，因而对每一个粒子来说，它自己并不是在优化一个目标函数。为

开发带宽选择方法，本章细致分析了平滑操作的目标并提出了带宽选择的一个原

则，并根据此原则得到了一个可行的算法。实验结果表明，所提带宽选择方法可

以比中位数方法 [81]得到质量更高的粒子，并且所提加速框架在实际中具有比原本

的 ParVI模拟方法更快的收敛速度。

相关工作 在理解 SVGD方法方面，Liu [85] 首先给出了分布流形PH (M )上梯度

流的解释。之后，Chen等人 [56]试图将 SVGD解释为沃瑟斯坦空间P2(M )上的梯

度流，但在他们的框架下这个解释无法成立。而本章中，在平滑操作这个观念下，

SVGD可被解释为使用有限多个粒子对沃瑟斯坦空间P2(M )上梯度流的近似。这

样一来，所有的 ParVI方法便有了一个统一的解释。分布流形PH (M )上梯度流

的这个解释很难推广到其他 ParVI方法上，并且这个空间的几何性质也无法为更
进一步的分析和创新提供必要的工具。

在加速 ParVI 方法方面，PO 方法的算法形式与使用波利亚克动量方法
（Polyak’s momentum） [76] 的 SVGD 方法类似。但是，PO 方法并不是为加速而开
发的，它所基于的原理并不能体现出加速的考虑，因此它作为 ParVI方法的加速版
本缺乏理论依据。另外，本章的实验也观察到 PO方法没有所提的加速框架稳定，
这与 Sutskever等人 [172] 的讨论类似。最近，Taghvaei等人 [57] 也考虑了为 ParVI方
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法加速。他们的工作使用的是Wibosono等人 [173] 所开发的优化方法的变分形式开

发了加速方法，而本章工作是基于黎曼流形上的涅斯捷洛夫加速方法以及沃瑟斯

坦P2(M )空间的几何性质。算法上，他们的方法使用了动量这组辅助变量来实

现加速，而本章所提方法使用的是另一组辅助粒子。不过，这两个方法都需要处

理使用有限多个粒子所需的近似，而本章是通过一个更加系统的方式来解决这个

问题，并且具有多个变种，而他们的方法在本章的理论下只算作平滑密度这一类

方法。此外，本章为沃瑟斯坦空间P2(M )所建立的使用有限多个粒子计算指数

映射（exponential map）和平行移动（parallel transport）的方法也为其他黎曼流形
优化方法在沃瑟斯坦空间上的应用以进一步加强 ParVI方法提供了直接的工具。
在将黎曼结构与 ParVI方法结合方面，上一章所提的方法 RSVGD考虑的是支

撑空间M 是一个黎曼流形的情况，包括使用信息几何技术以及解决黎曼流形上推

理任务这两种情况。其思想是利用支撑空间M 的几何结构，而本章中考虑的则是

利用沃瑟斯坦空间P2(M )其本身的几何结构。算法上，所提加速框架不需要知道

模型的结构信息，并且计算起来更加快捷。Detommaso等人 [174]的工作考虑了 KL
散度在分布流形PH (M )上的二阶微分信息以加速 SVGD，而所提加速框架考虑
的则是具有可推广性的沃瑟斯坦空间P2(M )因而可以应用于所有 ParVI方法，并
且所提方法仍然只需要一阶微分信息，因而计算更加快捷。

5.2 背景知识

本节将介绍沃瑟斯坦空间 P2(M ) 及其上的梯度流，并回顾已有的 ParVI 方
法。本章中，为简化不必要的复杂性以及突出本章工作的贡献，将只考虑支撑空

间为欧氏空间的情况，即M = Rm。为准确描述沃瑟斯坦空间，这里将首先定义

一些辅助概念。记 C ∞
c (M ) 为M 上具有紧致支撑集的光滑向量值函数（值域为

Rm）的集合，记 C∞
c (M )为这样的标量值函数（值域为 R）的集合。记L 2

q (M ) :={
U ∈ T (Rm)

∣∣∣∣ ∫ ∥U(x)∥22 dq <∞
}
为M 上关于分布 q 二次可积的向量值函数

（将 Rm 上的向量场视为向量值函数 Rm → Rm）所构成的希尔伯特空间（Hilbert
space），其上内积定义为 ⟨U, V ⟩L 2

q
:=

∫
U(x) · V (x) dq。记 L2

q(M )为这样的标量

值函数的集合。若这两个记号中没有指定分布 q，那么定义中所使用的测度将被

取为勒贝格测度（Lebesgue measure）。定义一个分布 q 在一个M 上的可测变换

T : M → M 下的前推（push-forward）T#q，为经过此变换 T 作用之后的满足分
布 q的随机变量所服从的分布。更加形式化地说，T#q作为一个测度，为M 上的

任一可测集 I 给出的体积为
∫

I

(T#q)(x) dx =

∫
T −1(I )

q(x) dx，其中 I 在可测变

换 T 下的原像集 T −1(I )也是可测的。
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5.2.1 作为黎曼流形的沃瑟斯坦空间

图 5.1展示了本部分中涉及的概念。本文将定义在支撑空间M 上所有概率分

布所构成的集合记为P(M )。现在令M 上定义了距离 d(·, ·)。那么可以定义支撑
空间M 上的沃瑟斯坦空间（Wasserstein space）为：

P2(M ) :=
{
q ∈P(M )

∣∣ ∃x0 ∈M s.t. Eq[d(x0, x)
2] < +∞

}
.

在其上可定义著名的沃瑟斯坦距离（Wasserstein distance）（可参见Villani的著作 [53]

定义 6.4）：

dW (q, p) :=

(
inf

ϱ∈R(q,p)
Eϱ(x,y)[d(x, y)

2]

)1/2

,

其中 R(q, p) :=

{
ϱ ∈P(M ×M )

∣∣∣∣ ∫ ϱ(x, y) dx = p(y),

∫
ϱ(x, y) dy = q(x)

}
是

所有以分布 q和 p为边缘分布的乘积空间M ×M 上的联合分布的集合。有了此距

离之后，沃瑟斯坦空间便成为了一个度量空间（metric space）。更进一步，人们发现
了它的黎曼结构 [52,175]。黎曼结构比度量空间的结构具有更多细节，因而可以定义

更多的可以显式表示的量，例如梯度（可参见 Villani的著作 [53]第 15章)。为定义
黎曼结构，首先要找到沃瑟斯坦空间上切向量（tangent vector）以及切空间（tangent
spaces）的表示。为此，Villani的著作 [53] 定理 13.8或 Ambrosio等人的著作 [54] 定

理 8.3.1及命题 8.4.5给出结论，对于沃瑟斯坦空间P2(M )上任意一条光滑曲线

(qt)t，总存在支撑空间M 上的一个几乎处处唯一的含时向量场 Vt(x)满足：（1）对
于几乎处处 t ∈ R，都有 ∂tqt+∇·(Vtqt) = 0成立，以及（2）Vt ∈ {∇φ | φ ∈ C∞

c }
L 2

qt，

其中的上划线表示取闭包（closure）操作。此向量场 Vt(x)的几乎处处唯一性使得

它可以用来表示此光滑曲线 qt 上的切向量，进而可以将它所属于的上述闭包空

间当做沃瑟斯坦空间上的切空间，并记为 TqtP2(M )（可参见 Ambrosio等人的著
作 [54] 定理 8.4.1）。注意到此切空间 TqtP2(M )是希尔伯特空间L 2

qt(M )的闭子空

间，因而可以在其上定义内积为 L 2
qt(M )的内积在 TqtP2(M )上的限制。这样沃

瑟斯坦空间就有了一个黎曼结构。此黎曼结构的重要性质是，它所导出的距离（参

见 2.1.2.5节）正是沃瑟斯坦距离 dW（即 Benamou-Brenier公式 [175]），因而这个黎

曼结构与作为度量空间的沃瑟斯坦空间是相容的。需要说明的是，这个黎曼结构

与信息几何 [46] 中所考虑的费舍尔-姚度量（Fisher-Rao metric）这个黎曼结构是不
同的。后者只能在参数分布族上定义。而沃瑟斯坦空间上的黎曼结构在参数分布

族上的限制最近也被用于变分推理方法中 [51]。

最后，P2(M )上切向量的这个M 上向量场形式的表示也提供了一个简洁的
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图 5.1 沃瑟斯坦空间P2(M )及相关概念的展示。

模拟P2(M )上光滑曲线 (qt)t（后称分布曲线）的方式。令 Vt(x)是分布曲线在 qt

处的切向量，则前推分布 (id+εVt)#qt（其中 Vt 被视作M 上的变换）是分布 qt+ε

的一个一阶近似（在沃瑟斯坦距离的意义下）（可参见 Ambrosio 等人的著作 [54]

命题 8.4.6）。由前推分布的定义，这意味着若 {x(i)}i 是分布 qt 的一组样本，则

{x(i) + εVt(x
(i))}i可视为分布 qt+ε的一组样本（对于绝对值很小的 ε来说）。

5.2.2 沃瑟斯坦空间上的梯度流

直觉上来说，沃瑟斯坦空间P2(M )上的一个函数F 的梯度流就是F 的 emph
最速下降曲线族{(qt)t}。它在度量空间上有多种数学上的具体定义方式（不一定是
等价的定义）（可参考 Ambrosio等人的著作 [54]定义 11.1.1），例如可定义为最小移
动量框架（minimizing movement scheme, MMS）（可参见 Ambrosio等人的著作 [54]

定义 2.0.6）所定义的曲线族在步长趋于零时的极限曲线族。对于步长 ε，MMS框
架所定义的曲线族为：

qt+ε = argmin
q∈P2(M )

F(q) + 1

2ε
d2W (q, qt). (5-1)

而若这个度量空间是一个黎曼流形，则这些不同的具体数学定义方式就都变成

相互等价的了，并且这个合而为一的梯度流概念可以通过此流形的黎曼结构来定

义（可参见 Villani 的著作 [53] 命题 23.1 和注释 23.4，Ambrosio 等人的著作 [54] 定

理 11.1.6，以及 Erbar等人的工作 [176] 引理 2.7）。具体地，黎曼流形上梯度流的一
条曲线 (qt)t满足其每一点处的切向量都是函数 F 在该点上的梯度（gradient），而
梯度定义为：

gradF(qt) := max · argmax
V ∈TqtP2(M ),∥V ∥TqtP2(M)=1

d
dε
F
(
(id+εV )#qt

)∣∣∣
ε=0
. (5-2)

91



第 5章 基于粒子的变分推理方法的分析与加速

贝叶斯推理任务希望近似隐变量的后验分布 p。这可以通过在沃瑟斯坦空间上最

小化 KL散度（或称相对熵，relative entropy）来实现。对于分布 p ∈P2(M )以及

相对于 p绝对连续（absolutely continuous）的分布 q ∈ P2(M )（因而可以定义 q

关于 p的拉东-尼科迪姆导数（Radon-Nikodym derivative）q/p），关于 p的 KL散
度定义为 KLp(q) :=

∫
M

log(q/p) dq。而若分布 q 关于分布 p不绝对连续，则无法

定义 q 关于 p的拉东-尼科迪姆导数。通常将此种情况下的 KL散度的值取作正无
穷以保持其连续性。由于大多数贝叶斯模型的后验分布（取作 p）都是（关于 Rm

中的勒贝格测度（Lebesgue measure））绝对连续的，因此下面便只考虑 p是绝对

连续的情况。这种情况下，q关于 p的绝对连续性就成为了 q（关于 Rm中的勒贝

格测度）的绝对连续性。最小化 KL散度的过程可通过模拟其梯度流来实现，因为
梯度流具有最速下降曲线的特征。具体地，KL散度的梯度流 (qt)t 可通过此曲线

在每一点处的切向量等于 KL散度的梯度（可参见 Villani的著作 [53] 定理 23.18或
Ambrosio等人的著作 [54]例子 11.1.2）来刻画：

V GF
t := − grad KLp(qt) = ∇ log p−∇ log qt, (5-3)

其中 qt 应是绝对连续的。当 KLp 在P2(M )上测地 λ-凸（geodesically λ-convex），
例如当密度函数 p在M 上 λ-对数凹（λ-log-concave）时（可参见 Villani的著作 [53]

定理 17.15或 Ambrosio等人的著作 [54] 定理 9.4.11），其梯度流 (qt)t 如人们所期待

的那样，具有指数收敛性：dW (qt, p) ⩽ e−λtdW (q0, p)（可参见 Villani的著作 [53] 定

理 23.25及定理 24.7，以及 Ambrosio等人的著作 [54]定理 11.1.4）。

注释 5.1： 郎之万动力学系统（Langevin dynamics）dx = ∇ log p(x) dt+
√
2 dBt(x)

（其中 Bt 是标准布朗运动（standard Brownian motion））也被发现是沃瑟斯坦空间
P2(M )上关于分布 p的 KL散度的梯度流（可参见 Jordan等人的著作 [61]，他们从

MMS框架的角度发现了这个结论）。从梯度流的角度来看，M 上的郎之万动力学

系统与M 上的确定性动力学系统 dx = V GF
t (x) dt会产生同样的分布曲线 (qt)t，而

后者正是沃瑟斯坦梯度流所对应的动力学系统。这个结论也可以由福克-普朗克方
程（Fokker-Planck equation） [177]得出。

5.2.3 基于粒子的变分推理方法（ParVI）

本节介绍一些现有的基于粒子的变分推理方法（particle-based variational infer-
ence, ParVI）。斯坦因变分梯度下降方法（Stein variational gradient descent, SVGD）
[81]考虑使用M 上的一个合适的向量场 V 来更新粒子：x(i)k+1 = x

(i)
k + εV (x

(i)
k )，而

这个向量场 V 是通过最大化 KL散度的减小速度 − d
dε

KLp

(
(id+εV )#q

)∣∣
ε=0
来选择
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的，其中 q是粒子 {x(i)}i所代表的分布。当向量场 V 从M 上一个核函数（kernel）
K的向量值再生核希尔伯特空间（reproducing kernel Hilbert space, RKHS）H m（可

参见 Steinwart等人的著作 [162]定义 4.18）中选择时，其最优解可闭式表示：

V SVGD(·) := Eq(x)[K(x, ·)∇ log p(x) +∇xK(x, ·)]. (5-4)

注意到求解 V SVGD的优化问题与刻画梯度的优化问题（式 (5-2)）形式十分类似，因
而 Liu [85]将 SVGD解释为一个切空间取为 RKHS空间H m的分布流形PH 上KL
散度的梯度流。式 (5-4)中的期望可通过在有限多个粒子上做平均而估计，这等价

于将分布 q(x)取作经验分布（empirical distribution）q̂(x) :=
1

N

N∑
i=1

δx(i)(x)，其中

δx(i)(x)是集中在 x(i)这一点上的狄拉克测度（Dirac measure）。
其他 ParVI方法则是通过对沃瑟斯坦空间P2(M )上 KL散度的梯度流进行模

拟而开发的。Blob方法 [56] 使用有限多个粒子来直接使用式 (5-3)模拟梯度流。它
将式 (5-3)中需要进行估计的项 UGF := −∇ log q 重新表示为一个变分问题的最优
解：

UGF = ∇
(
− δ

δq
Eq[log q]

)
, (5-5)

并通过与一个核函数 K 做卷积（convolution）来对其中的密度函数 q 进行部分地

平滑：

UBlob = ∇
(
− δ

δq
Eq[log(q ∗K)]

)
= −∇ log q̃ −∇

(
(q/q̃) ∗K

)
,

其中“∗”表示卷积，而平滑密度函数定义为 q̃ := q ∗K。在这个形式中，q便可取
作 q̂。

粒子优化方法（particle optimization method, PO）[55]使用MMS框架（式 (5-1)）
来模拟梯度流，其中的沃瑟斯坦距离 dW 通过求解一个对偶最优传输问题（dual
optimal transport problem）来估计。最后推导出的粒子更新方法为：

x
(i)
k = x

(i)
k−1 + ε(V SVGD(x

(i)
k−1) +N (0, σ2I)) + λ(x

(i)
k−1 − x

(i)
k−2),

其中的 ε，σ，λ 都是方法参数。这个形式与结合了波利亚克动量方法（Polyak’s
momentum method）[76]的 SVGD方法类似。w-SGLD方法 [56]通过求解熵正则化的

（entropy-regularized）最优传输问题的原问题来估计 MMS框架中的沃瑟斯坦距离
dW。其算法与 PO方法类似。
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5.3 作为模拟沃瑟斯坦梯度流的 ParVI方法

本节展示本章工作中关于 ParVI方法主要的理论部分。此理论发现各种 ParVI
方法都通过平滑操作（smoothing）来模拟沃瑟斯坦空间P2(M )上的梯度流，而

这个平滑操作可分类为平滑密度（smoothing density）以及平滑函数（smoothing
functions）这两类形式。本节分析了现有的 ParVI方法，将它们以平滑密度和平滑
函数两种形式进行归类，分析平滑操作的必要性以及各平滑方法之间的等价性，最

后受所提理论启发开发了两个新的 ParVI方法。

5.3.1 SVGD方法模拟沃瑟斯坦梯度流的解释

目前，SVGD方法只被理解为是对分布流形PH (M )上 KL散度的梯度流的
模拟 [85]。本节首先将 SVGD解释为使用有限多个粒子对沃瑟斯坦空间P2(M )上

KL散度的梯度流的模拟，这样所有现有的 ParVI方法都可用这同一种方式来理解，
从而方便进行深入而统一的分析。注意到 V GF 是希尔伯特空间 L 2

q 中的一个元素，

因此可以通过如下方式来确定这个向量场：

V GF = max · argmax
V ∈L 2

q ,∥V ∥
L2

q
=1

⟨V GF, V ⟩L 2
q
. (5-6)

接着可以发现，如果将上述优化问题的优化域L 2
q 替换为核函数K的向量值RKHS

空间H m，那么这个优化问题可以得到闭式解，并且这个解刚好就是 SVGD中所
使用的向量场 V SVGD。这个发现将沃瑟斯坦梯度流和 SVGD联系了起来。

定理 5.1 (V SVGD 是对 V GF 的近似)： SVGD 方法中所使用的向量场 V SVGD（参见

式 (5-4)）是对沃瑟斯坦空间P2(M )上 KL散度的梯度流 V GF 的近似，其近似方

式为将确定 V GF 的优化问题 (5-6)中的优化域 L 2
q 替换为向量值 RKHS空间H m，

即：

V SVGD = max · argmax
V ∈H m,∥V ∥H m=1

⟨V GF, V ⟩L 2
q
. (5-7)

证明 对于任意 V ∈H m，优化问题 (5-7)中的目标函数可以表示为：

⟨V GF, V ⟩L 2
q

= Eq[(∇ log p−∇ log q) · V ] = Eq[∇ log p · V ]−
∫

M

∇q · V dx

(∗)
= Eq[∇ log p · V ] +

∫
M

q∇ · V dx

= Eq(x)

[ m∑
a=1

(
∂a log p(x)V a(x) + ∂aV

a(x)
)]
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(#)
= Eq(x)

[ m∑
a=1

(
∂a log p(x)⟨K(x, ·), V a(·)⟩H + ⟨∂aK(x, ·), V a(·)⟩H

)]
= Eq(x) [⟨K(x, ·)∇ log p(x), V (·)⟩H m + ⟨∇K(x, ·), V (·)⟩H m ]

= Eq(x) [⟨K(x, ·)∇ log p(x) +∇K(x, ·), V (·)⟩H m ]

=
⟨
Eq(x) [K(x, ·)∇ log p(x) +∇K(x, ·)] , V (·)

⟩
H m

= ⟨V SVGD, V ⟩H m ,

其中标有 (∗)的等号成立是由一个分布的弱导数（weak derivative）的定义所保证
的（可参见 Nicolaescu的著作 [132] 定义 10.2.1），而标有 (#)的等号成立是由核函
数 K 的 RKHS空间H 中任一函数 f 的再生性质（reproducing property）所保证
的，即 ⟨K(x, ·), f(·)⟩H = f(x)（可参见 Steinwart等人的著作 [162] 第 4章），以及
⟨∂xaK(x, ·), f(·)⟩H = ∂xaf(x)（可参见 Zhou的著作 [165]）。 □

本章下文中将会提及，向量值 RKHS空间H m大致可以看作L 2
q 空间的一个子空

间，因而 SVGD向量场 V SVGD 可以看作是梯度流 V GF 在向量值 RKHS空间H m上

的投影。

值得注意的是，之前将 SVGD解释为分布流形PH (M )上梯度流的观点 [56,85]

并不能完全让人满意。特别地，分布流形PH (M )并不是一个合法定义了的黎曼

流形。此流形的定义方式是切空间为向量值 RKHS空间H m的分布流形，但是在

微分流形的领域中，人们只知道给定了一个流形之后，其切空间可由此流形的拓

扑结构（topology）所确定 [129]，却不知道是否唯一存在一个流形其切空间刚好是

一个事先指定好了的线性空间。特别地，对于一个合法的流形，其上任一光滑曲线

在曲线上任一点处的切向量应在此点处的切空间中有唯一的表示。沃瑟斯坦空间

P2(M )满足这个要求（可参见 Villani的著作 [53]定理 13.8，或 Ambrosio等人的著
作 [54] 定理 8.3.1及命题 8.4.5），但对于分布流形PH (M )来说，目前还没有类似

的保证。分布流形PH (M )也缺少一些应用中所需要的性质，例如其上的距离目

前还没有显式的表达式 [56]。此外，SVGD也可被解释为一个弗拉索夫过程（Vlasov
process） [56,85]，即有相互作用的粒子族的演化过程。这个观点解释了 SVGD为何
可以保持目标分布 p不变，但除此之外还不能提供关于 SVGD以及 ParVI方法的
更多信息。

5.3.2 ParVI方法的平滑操作

由上一节的分析，所有现有的 ParVI方法都可以解释为是对沃瑟斯坦空间梯
度流的模拟。本节进一步发现，在此模拟过程中，ParVI方法都使用了一个近似，
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即一个必需的平滑操作（smoothing），并且可以分为平滑密度和平滑函数这两种形
式。

平滑密度 注意到 Blob方法通过在梯度流的变分形式 (5-5)中将分布 q 替换为核

函数平滑过的分布 q̃ := q̂ ∗K 这种方式实现使用有限多个粒子来对沃瑟斯坦梯度
流进行近似。而 w-SGLD方法 [56]在使用最优传输问题的原形式（primal form）求
解沃瑟斯坦距离 dW 时，为此优化问题的目标函数中引入了一个熵正则项（entropy
regularizer）。这些做法一方面是为了方便优化问题的求解，而另一方面，这个熵正
则项可起到避免所解得的分布过于集中在一些点上的效果，也就是为所解得的分

布的密度函数做了一个平滑性的要求。因而这两个方法都可以看作是通过平滑密

度的方式，使用有限多个粒子对沃瑟斯坦梯度流进行近似。

平滑函数 定理 5.1 表明 SVGD 方法是通过在梯度流的优化形式中将函数族 L 2
q

替换为函数族H m来近似沃瑟斯坦梯度流的。进一步，本节发现H m中的函数大

致上就是经过核函数平滑过后的 L 2
q 中的函数。这个不是很显然但富有启发性的

结论由下面的定理准确叙述：

定理 5.2 (H m是对L 2
q 的平滑)： 对于欧氏空间M = Rm，考虑其上的高斯核函

数 K 以及其上绝对连续的分布 q。则核函数 K 的向量值 RKHS空间H m 等距同

构于闭包空间 G := {ϕ ∗K | ϕ ∈ C ∞
c }

L 2
q。

证明 当分布 q（关于M = Rm 的勒贝格测度）绝对连续时，函数空间 L 2
q 与函

数空间 L 2 具有相同的拓扑性质，因而下面所引用的针对函数空间 L 2 的结论可

以直接应用于函数空间 L 2
q 中。注意到映射 ϕ 7→ ϕ ∗K,L 2 → L 2 是连续的，所

以闭包空间 G 可变形为：G := {ϕ ∗K | ϕ ∈ C ∞
c }

L 2
q
=
{
ϕ ∗K

∣∣∣ ϕ ∈ C ∞
c

L 2 }
={

ϕ ∗K
∣∣ ϕ ∈ L 2

}
=
{
ϕ ∗K

∣∣ ϕ ∈ L2
}m，其中倒数第二个等式成立是由 Kováčik

等人的著作 [178]定理 2.11所保证的。而另一方面，由 Steinwart等人的著作 [162]命题

4.46及定理 4.47，映射 ϕ 7→ ϕ∗K是经核函数K平滑后的L2空间
{
ϕ ∗K

∣∣ ϕ ∈ L2
}

与核函数K 的 RKHS空间H 之间的等距同构。因此可以得知，G 与H m是等距

同构的。 □

注意到 C ∞
c

L 2
q = L 2

q（可参见 Kováčik等人的著作 [178]定理 2.11），因此可以说函数
空间 C ∞

c 大致上就是函数空间 L 2
q，因此闭包空间 G 大致上就是经过核函数平滑

过后的L 2
q 中的函数所构成的集合，而此定理将这个集合与 RKHS空间H m等同

了起来。由此可以发现，SVGD方法在近似梯度流时将 L 2
q 替换为H m 的做法本

质上就是一种平滑函数的操作。
96



第 5章 基于粒子的变分推理方法的分析与加速

如 5.2.3节所提到的，PO方法 [55]在求解对偶最优传输问题时，将作为优化域

的函数族限制为二次函数族。由于二次函数具有有限的尖锐性（sharpness）（因为
二次函数的二阶导数不会变化），因此这个处理本质上也是一种平滑函数的操作。

等价性 现在来分析平滑密度和平滑函数这两种操作的等价性，从而使上面的分

析具有更丰富的含义以及更强的重要性。注意到 SVGD方法优化形式（式 (5-7)）中
的目标函数为 ⟨V GF, V ⟩L 2

q
= Eq[V

GF ·V ]。本节将这个形式作一个推广，即将 V GF ·V
替换为一个线性映射 L : L 2

q (M )→ L2
q(M )在 V 上的作用，从而将目标函数表达

为 Eq[L(V )]。由积分的可交换性以及 L的线性性可知，

Eq̃[L(V )] = Eq∗K [L(V )] = Eq[L(V ) ∗K] = Eq[L(V ∗K)].

这表明平滑分布操作 q ∗K 与平滑函数操作 V ∗K 是等价的。这个等价性将两类
ParVI方法联系了起来，使得对一类 ParVI方法的分析和开发的技术（例如本章将
要开发的加速框架和带宽选择方法）也可用于另一类 ParVI方法。

平滑操作的必需性以及 ParVI方法所做的假设 这里需要强调的是，ParVI方法的
平滑操作是由 KL散度的梯度流的合法定义性（well-definedness）所要求的。由于
ParVI方法都在模拟此梯度流，因此这个平滑操作是必需的。当 q 不是绝对连续，

例如将 q取作经验分布 q̂时，KL散度将会取值无穷，因而其梯度流在此时也无法
合理定义。本节将进一步指出，这个必需的平滑操作即为 ParVI方法对其变分分布
q所做的假设，即假设变分分布 q是绝对连续的。只不过这个假设既可以直接通过

平滑密度来实现，也可以通过将模拟方法表示为一个优化问题然后平滑函数优化

域并取 q = q̂来实现。

这个发现可能对使用平滑密度操作的 ParVI方法来说比较直接，但对于使用
平滑函数操作的 ParVI方法来说就不那么显然了。特别地，针对 SVGD这个使用
平滑函数操作的 ParVI方法，本节直接对它进行专门的分析，并指出既不平滑密度
（即取 q = q̂）也不平滑函数（即取优化问题 (5-7)中的优化域为L 2

p
①）会导致不合

理的结果产生。

定理 5.3 (SVGD方法中平滑操作的必要性)： 对于 q = q̂且 V ∈ L 2
p 的情况，优化

问题 (5-7)没有最优解。事实上，这种情况下目标函数的上确界是无穷大，这表明
一个最大化目标函数的 V 的序列会变得越发病态。

① 不取为L 2
q 的原因：首先，斯坦因恒等式（Stein’s identity）[85] 这个 SVGD最初所基于的理论的成立条件

要求 V ∈ L 2
p。另外，在取 q = q̂的情况下，由于 q̂不是绝对连续的，因而L 2

q̂ 不是一个合适的函数希尔
伯特空间。
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证明 本证明中可能会重新定义一些正文中已使用的符号。由定理 5.1的证明中的
推导，优化问题 (5-7) 的目标函数 ⟨V GF, V ⟩L 2

q
可写为 Eq[∇ log p · V + ∇ · V ]。取

q = q̂及 V ∈ L 2
p，优化问题 (5-7)可以写为

sup
V ∈L 2

p ,∥V ∥
L2

p
=1

N∑
i=1

(
∇ log p(x(i)) · V (x(i)) +∇ · V (x(i))

)
, (5-8)

下面要寻找一个满足式 (5-8)中约束的 {Vn}的序列使得目标函数可趋于无穷。
这里假设存在 r0 > 0 使得对于任意满足

∥∥x− x(i)∥∥∞ < r0（其中 i 是集合

{1, 2, · · · , N}中的某一个值）的 x都有 p(x) > 0。这个假设是合理的，否则会有一

个粒子 x(i)不可能是 p(x)的样本。

将 V (x)记为 (V 1(x), · · · , V m(x))⊤，将∇f(x)记为 (∂1f(x), · · · , ∂mf(x))⊤，则
目标函数可写为

JV =
N∑
i=1

(
∇ log p(x(i)) · V (x(i)) +∇ · V (x(i))

)
=

N∑
i=1

( m∑
a=1

∂a[log p(x(i))]V a(x(i)) +
m∑
a=1

∂a[V
a(x(i))]

)
=

m∑
a=1

N∑
i=1

(
∂a[log p(x(i))]V a(x(i)) + ∂a[V

a(x(i))]
)
. (5-9)

对于任意 V ∈ L 2
p 满足 ∥V ∥ = 1，可以相应地定义一个函数 ϕ =  (ϕ1,  · · · ,  ϕm)⊤ ∈

L 2满足 ϕ(x) = p(x)
1
2V (x)，亦即 ϕa(x) = p(x)

1
2V a(x)（其中 a ∈ {1, 2, · · · ,m}表

示分量下标），且

∥ϕ∥22 =
∫
Rm

ϕ2 dx =

∫
Rm

m∑
a=1

(ϕa(x))2 dx =

∫
Rm

m∑
a=1

(V a(x))2p(x) dx = ∥V ∥2 = 1.

将式 (5-9)重新以 ϕ表示：

 Jϕ =
m∑
a=1

N∑
i=1

(
∂a[log p(x(i))]V a(x(i)) + ∂a[V

a(x(i))]
)

(5-10)

=
m∑
a=1

N∑
i=1

(
∂a[log p(x(i))]ϕa(x(i))p(x(i))

− 1
2 + ∂a[ϕ

a(x(i))p(x(i))
− 1

2 ]
)

=
m∑
a=1

N∑
i=1

(1
2
p(x(i))−

3
2∂a[p(x

(i))]ϕa(x(i)) + p(x(i))−
1
2∂a[ϕ

a(x(i))]
)
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=
m∑
a=1

N∑
i=1

(
A(i)

a ϕ
a(x(i)) +B(i)∂a[ϕ

a(x(i))]
)
,

其中 A(i)
a :=

1

2
p(x(i))−

3
2∂a[p(x

(i))]，而 B(i) := p(x(i))−
1
2 > 0。因此，可转而构造一

个 ϕ的序列 {ϕn}来说明优化问题

inf
ϕ∈L 2,∥ϕ∥=1

m∑
a=1

N∑
i=1

(
A(i)

a ϕ
a(x(i)) +B(i)∂a[ϕ

a(x(i))]
)

(5-11)

没有最优解，然后再通过 {ϕn}为原优化问题 (5-8)构造 V 的序列 {Vn}来说明问
题。

定义如下函数序列

χn(x) =

I
−1/2
n (1− x2)n/2, for x ∈ [−1, 1],

0, otherwise,

其中 In :=

∫ 1

−1

(1−x2)n dx =
√
π

Γ(n+ 1)

Γ(n+ 3/2)
，而 Γ(·)是伽马函数（Gamma function）。

所以有
∫
R
χn(x)

2 dx = 1。注意到当 x = −1/
√
n时，

χ′
n(x) = −nI

− 1
2

n x(1− x2)
n−2
2

= π− 1
4

√
Γ(n+ 3

2
)

Γ(n+ 1)

√
n(1− 1

n
)
n−2
2 (x = − 1√

n
)

> π− 1
4
√
n(1− 1

n
)
n−2
2 , (Γ(n+

3

2
) > Γ(n+ 1))

因此，

lim
n→∞

χ′
n(−

1√
n
) > lim

n→∞
π− 1

4
√
n(1− 1

n
)
n−2
2 = π− 1

4 e−
1
2 lim
n→∞

√
n = +∞.

记 x(i) = (x
(i)
1 , x

(i)
2 , · · · , x(i)m )⊤ ∈ Rm, i = 1, · · · , N 并定义

r1 :=
1

3
min
i ̸=j

∥∥x(i) − x(j)∥∥∞ =
1

3
min

a∈{1,··· ,m},i ̸=j

∣∣x(i)a − x(j)a

∣∣.
由此，可以将 χn拓展到 Rm上，并将其记为 ξn：

ξn(x1, x2, · · · , xm) = r−m/2

m∏
a=1

χn(
xi
r
),
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其中 r = min{r0, r1}，且 ξn的支撑集为 supp(ξn) = [−r, r]m。易知，
∫
Rm

ξn(x)
2 dx =

1，以及

lim
n→∞

∂aξn(−ϵn) = +∞, a = 1, 2, · · · ,m,

其中 ϵn =
r√
n
(1, 1, · · · , 1)⊤。

这里选择 ϕa(x) =
1

Nm

N∑
i=1

ψ(i)
a ，其中 ψ(i)

a 定义为

ψ(i)
a (x) :=

ξn(x− x
(i) − ϵn), if A(i)

a >= 0,

−ξn(x− x(i) + ϵn), if A(i)
a < 0.

由于
∫
Rm

ψ(i)
a (x)ψ(j)

a (x) dx = 0,∀i ̸= j，可以知道这样的 ϕn满足优化问题 (5-11)中

的限制条件。注意到对于任意 i, j，都有 A(i)
a ψ

(j)
a (x(i)) ⩾ 0，且

∂aψ
(j)
a (x(i)) =

+∞, when n→∞, if i = j,

0, if i ̸= j,

因此当 n→∞时，式 (5-10)中的 Jϕn → +∞。因此这个序列 {ϕn}即为定理中所
需要的序列。

最后，本证明使用 {ϕn}来构造 V 的序列。由于 supp(ϕn) ⊂ supp(p)，因此可
以定义 Vn = ϕn/

√
p(x)。这个序列中每个 Vn 都满足优化问题 (5-8)中所要求的限

制条件，且目标函数 JVn 会随着 n→∞而趋于无穷。因此这就是此定理中希望找
的序列。注意到作为L 2

p 上的函数，JV 不可能取得无穷大这个值，因此无穷大这

个上确界是无法取得的，也就是说，优化问题 (5-8)没有最优解。 □

SVGD方法声称它没有对变分分布 q 的密度形式做任何假设，而只需要使用其样

本。而本节发现，SVGD方法其实只是把对密度 q的假设转移到了 V 上。将 V 取

在 RKHS空间H m中并非只为了得到 V 的最优闭式解，更重要的是，这个做法可

以保证得到一个正确的向量场。可以看到，在做平滑假设这件事上没有“免费的

午餐”。ParVI方法必须要么平滑密度要么平滑函数。

5.3.3 基于平滑操作分析的新 ParVI方法

上一节中所提出的 ParVI方法通过平滑操作来使用有限多个粒子对梯度流做
模拟这个理论上的理解可作为开发新 ParVI方法的一个原则。下面将分别基于平
滑密度和平滑函数来开发两个新的 ParVI方法。
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平滑密度的梯度流方法（GFSD） 首先考虑使用平滑分布 q̃ := q̂ ∗K 来近似 q并

使用梯度流的向量场形式（式 (5-3)）：

UGFSD := −∇ log q̃.

对应的 ParVI方法被称为平滑密度的梯度流方法（gradient flow with smoothed den-
sity，GFSD）。

平滑函数的梯度流方法（GFSF） 除了平滑函数以及 SVGD 所使用的平滑函数
方法，本章还发现了另一个方式来使用优化形式来表示梯度流中不便模拟的部分

UGF := −∇ log q。通过平滑函数操作，这种表示形式可建立一种新的 ParVI方法。
对于向量场 UGF，可将它变形为 qUGF +∇q = 0，然后将它看成一个以弱导数（weak
derivative）（可参见 Nicolaescu的著作 [132] 定义 10.2.1）这个更加广泛的概念所表
示的形式。这意味着 Eq[ϕ ·U −∇·ϕ] = 0,∀ϕ ∈ C ∞

c （此式也可通过分部积分得出），

或者等价地，

UGF = argmin
U∈L 2

max
ϕ∈C∞

c ,
∥ϕ∥

L2
q
=1

(
Eq[ϕ · U −∇ · ϕ]

)2
.

取 q = q̂，并使用核函数 K 对函数 ϕ ∈ C ∞
c 做平滑处理，由定理 5.2，这便等价于

将 ϕ取在向量值 RKHS空间中H m：

UGFSF := argmin
U∈L 2

max
ϕ∈H m,

∥ϕ∥H m=1

(
Eq̂[ϕ · U −∇ · ϕ]

)2
. (5-12)

参见下面的推导过程可以发现，上面的优化问题有闭式最优解。以矩阵形式表示，

这个最优解为 ÛGFSF = K̂ ′K̂−1，其中 ÛGFSF
:,i := UGFSF(x(i))，K̂ij := K(x(i), x(j))，以及

K̂ ′
:,i :=

∑
j

∇x(j)K(x(j), x(i))。

推导 由于这里使用了平滑函数技术，因此可以在确定向量场 UGFSF 的优化问

题 (5-12) 中，取 q 为经验分布 q̂ =
1

N

N∑
i=1

δx(i)(x)。这样一来，此优化问题即变

为：

min
U∈L 2

max
ϕ∈H m,

∥ϕ∥H m=1

( N∑
i=1

(
ϕ(x(i)) · U (i) −∇ · ϕ(x(i))

))2
,

其中 U (i) := U(x(i))。对于向量值 RKHS空间 H m 中的函数 ϕ，可以使用 RKHS
空间中的再生性质（reproducing property） [165]：⟨ϕa(·), K(x, ·)⟩H = ϕa(x) 以及
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⟨ϕa(·), ∂xb
K(x, ·)⟩H = ∂xb

ϕa(x)，并由此将目标函数变形为：(∑
a

∑
j

(
U (j)

a ϕa(x(j))− ∂
x
(j)
a
ϕa(x(j))

))2

=

∑
a

⟨∑
j

(
U (j)

a K(x(j), ·)− ∂
x
(j)
a
K(x(j), ·)

)
, ϕa(·)

⟩
H

2

=

⟨∑
j

(
U (j)K(x(j), ·)−∇x(j)K(x(j), ·)

)
, ϕ(·)

⟩2

H m

.

记 ζ :=
∑
j

(
U (j)K(x(j), ·) − ∇x(j)K(x(j), ·)

)
∈ H m。那么关于 ϕ 取完最大值之

后的目标函数，亦即关于 U 的目标函数为：∥ζ∥2H m =
∑
i,j

(
U (i)U (j)K(x(i), x(j)) −

2U (i)∇x(j)K(x(j), x(i)) + ∇x(i)∇x(j)K(x(i), x(j))
)
= tr(ÛK̂Û⊤) − 2 tr(K̂ ′Û⊤) + const，

其中 Û:,i := U (i)，而 K̂ 和 K̂ ′ 定义如上。为关于 Û 最小化这个二次目标函数，对

这个函数求关于 Û 的导数并令之等于零，最终求得最优解为 ÛGFSF = K̂ ′K̂−1。

（推导毕）

此外，这个用于确定 UGF 的优化问题也可以通过标量值函数 φ ∈ C∞
c 来表示，进

而对 φ做平滑处理即取 φ ∈ H 从而可以得到一个 ParVI方法。参见下面的推导，
这种做法将会得到相同的结果。

推导 记 φ 为 M 上的任一标量值函数。对于等式 U(x) = −∇ log q(x)，即
U(x)q(x) +∇q(x) = 0，可以使用标量值函数 φ在弱导数的意义下表示它：

Eq(x)[φ(x)U(x)−∇φ(x)] = 0,∀φ ∈ C∞
c .

由于此处考虑平滑函数操作，因而可以将上式中的 q 取作经验分布 q̂ =

1

N

N∑
j=1

δx(j)(x)，其中 {x(j)}j 是分布 q(x)的一组样本。此时上面确定 U(x)的式子

便可写作： ∑
j

(
φ(x(j))U (j) −∇φ(x(j))

)
= 0,∀φ ∈ C∞

c ,

其中 U (j) = U(x(j))。

下面考虑使用核函数 K 对函数 φ进行平滑操作。由定理 5.2，这等价于将 φ

取自核函数 K 的 RKHS空间H 中。同时，将等于零的等式写作最小化平方值的
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形式可以得到：

min
Û∈Rm×N

max
φ∈H ,

∥φ∥H =1

J (Û , φ) :=
∑
j,a

(
φ(x(j))Ûaj − ∂x(j)

a
φ(x(j))

)2
,

其中 Ûaj := ua(x
(j))。通过使用 RKHS空间中的再生性质（reproducing property），

可以将上述优化问题中的目标函数 J (Û , φ)重写为：

J (Û , φ) =
∑
a

⟨φ(·), ζa(·)⟩2H ,

ζa(·) :=
∑
j

(
ÛajK(x(j), ·)− ∂

x
(j)
a
K(x(j), ·)

)
.

通过使用线性代数的操作，上述最优化问题可写作：

max
φ∈H ,∥φ∥H =1

J (Û , φ) = λ1(M(Û)),

其中 λ1(M(Û)) 表示矩阵 M 的最大本征值（eigenvalue），而矩阵 M(Û) 定义为

M(Û)ab := ⟨ζa(·), ζb(·)⟩H，即

M(Û) = ÛK̂Û⊤ − (K̂ ′Û⊤ + ÛK̂ ′⊤) + K̂ ′′,

其中 K̂ ′′
ab :=

∑
i,j

∂
x
(i)
a
∂
x
(j)
b
K(x(i), x(j))。假设这组样本 {x(j)}j 没有重复元素。那么矩

阵 K̂ 则是正定的（positive definite），因此可以对它进行乔里斯基分解（Cholesky
decomposition）：K̂ = CC⊤，其中 C 是一个与 K 等阶的非奇异矩阵。此时矩阵

M(Û)可表示为M(Û) = (ÛC − K̂ ′C−1⊤)(ÛC − K̂ ′C−1⊤)⊤ + (K̂ ′′ − K̂ ′K̂−1K̂ ′⊤)。

而只要 ÛC ̸= K̂ ′C−1⊤，其中的第一项就会是半正定的（positive semidefinite）
且其最大特征值为正，进而有 λ1(M(U)) > λ1(K̂

′′ − K̂ ′K̂−1K̂ ′⊤) 这个与 Û

无关的量。因此，为最小化 λ1(M(Û))，一定需要 ÛC = K̂ ′C−1⊤，此时才有

λ1(M(U)) = λ1(K̂
′′ − K̂ ′K̂−1K̂ ′⊤)。这个条件可写为 Û = K̂ ′(CC⊤)−1 = K̂ ′K̂−1，

从而得到了与上面平滑向量值函数 ϕ ∈H m相同的结果。

（推导毕）

这个 ParVI 方法被称为平滑函数的梯度流方法（gradient flow with smoothed
functions，GFSF）。注意到上面优化问题的目标函数符合上一节 5.3.2中所分析的
形式 Eq[L(ϕ)]（其中 L是线性变换），因此这里所提的 GFSF方法所使用的平滑函
数的操作是与平滑密度相等价的。GFSF方法与 SVGD方法在都写成矩阵形式时，
可发现它们之间一个有趣的联系：V̂ GFSF = R̂ + K̂ ′K̂−1，而 V̂ SVGD = R̂K̂ + K̂ ′，其
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中 R̂:,i := ∇ log p(x(i))，因此 V̂ GFSF = V̂ SVGDK̂−1。另外，GFSF对−∇ log q的估计方
式与 Li等人 [179]所使用的方法一致。他们的推导中使用的是斯坦因恒等式（Stein’s
identity）在 RKHS空间上根据直觉的直接推广，而这个推广的合法性仍需进一步
考量。在实际应用中，GFSF方法会在为矩阵 K̂ 求逆之前为之加上一个小的对角

矩阵以保证数值稳定性。这个操作在 Li等人 [179]的工作中也被采用。

参见注释 5.1，所有的 ParVI方法都在近似模拟与郎之万动力学系统（Langevin
dynamics, LD）[59]相同的过程。但 ParVI方法通过使用平滑核函数直接考虑了粒子
之间的相互作用，所以这些方法中的每一个粒子都知道其他粒子的位置，因而这

组粒子可以共同为目标分布构建一个好的近似。因此，ParVI方法相比使用随机性
模拟的 LD方法具有更好的粒子高效性（particle efficiency）。另外，在 LD方法中已
有一些工作 [18,60] 使用了随机梯度进行模拟，以提高处理大规模数据的能力。对于

这个做法，人们已经认识到由随机梯度带来的噪声是 LD中布朗运动对应的噪声
的高阶小量 [113]，因而只要使用足够小的离散步长，使用随机梯度的做法便不会对

模拟结果产生任何实质性的影响。而由 ParVI方法与 LD的上述对应关系，ParVI
方法便也可以使用随机梯度进行模拟，从而提高可扩展性。

5.4 沃瑟斯坦空间上的一阶加速方法

上一节已经在沃瑟斯坦梯度流的视角下为 ParVI方法建立了一个统一的理论
框架。但对梯度流的直接模拟对应着优化领域中的梯度下降方法（gradient descent），
但除此之外，优化领域中所使用的例如涅斯捷洛夫加速方法（Nesterov’s acceleration
method）[77]则可以取得比梯度下降方法更快的收敛速度。而涅斯捷洛夫加速方法在

黎曼流形上的推广也取得了进展，例如黎曼加速梯度方法（Riemannian accelerated
gradient, RAG）[123]以及黎曼-涅斯捷洛夫方法（Riemannian Nesterov’s method, RNes）
[124]。本节希望可以利用这些技术来提高 ParVI方法的表现。不过，利用这些技术
需要得到沃瑟斯坦空间P2(M )更多的黎曼几何结构。

5.4.1 沃瑟斯坦空间上的指数映射和平行移动

利用 RAG 和 RNes 方法都需要知道沃瑟斯坦空间 P2(M ) 上的指数映射

（exponential map），指数映射的逆映射（逆指数映射），以及平行移动（parallel trans-
port）①。如图 5.2所示，沃瑟斯坦空间P2(M )上的指数映射 Expq : TqP2(M )→
P2(M )是将点 q 沿着给定方向的测地线（geodesic；可视作“直线”在黎曼流形

① 更加具体地，是此黎曼流形上列维-奇维塔联络（Levi-Civita connection）下的指数映射与平行移动。由于列
维-奇维塔联络完全由黎曼结构确定，因此本节中所考虑的指数映射与平行移动也完全由黎曼结构确定。
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图 5.2 指数映射（左）与平行移动（右）两概念的图示。

上的推广）移动到另一点的操作，而平行移动 Γρ
q : TqP2(M )→ TρP2(M )则是将

点 q 处的切向量移动到点 ρ使之成为点 ρ处的一个切向量，并且要求在移动过程

中保持一个特定意义下的平行。本节将研究沃瑟斯坦空间上的这些概念，并给出

使用有限多个粒子的可行的估计方式。

指数映射 对于绝对连续的分布 q，其指数映射可表示为 Expq(V ) = (id+V )#q（可

参见 Villani的著作 [53]推论 7.22，Ambrosio等人的著作 [54]命题 8.4.6，或 Erbar等
人的著作 [176] 命题 2.1）。而由分布的前推的定义，由这个表达式可以很容易得
到使用有限多个粒子实现指数映射的方法：若 {x(i)}i 是分布 q 的一组样本，则

{x(i) + V (x(i))}i是分布 Expq(V )的一组样本。

逆指数映射 此处将首先推导沃瑟斯坦空间P2(M )上的逆指数映射的准确表达

式，然后再为其开发可使用有限多个粒子的计算方法。给定沃瑟斯坦空间上两个

分布 q, ρ ∈ P2(M )，逆指数映射 Exp−1
q (ρ) 定义为从 q 到 ρ 的 P2(M ) 上的测地

线 qt∈[0,1] 在点 q 处的切向量。当 q 绝对连续时，从分布 q 到分布 ρ的最优传输映

射（optimal transport map）T ρ
q 总是存在的（可参见 Villani的著作 [53] 定理 10.38）。

这个绝对连续的要求对 ParVI方法所考虑的情况是适用的，因为上一节 5.3的分析
结果表明 ParVI方法都需要平滑操作，而不论哪种平滑方式，都等价于平滑密度，
因此 ParVI方法中所考虑的变分分布 q 是绝对连续的。在此情况下，上述测地线

qt∈[0,1]可使用最优传输映射表示为 qt =
(
(1− t) id+tT ρ

q

)
#q（可参见 Ambrosio等人

的著作 [54] 定理 7.2.2），且此测地线在 q 处（即在 t = 0时）的切向量可以表示为

lim
t→0

1

t
(T qt

q − id)（视作M = Rm上的一个向量场）（可参见 Ambrosio等人的著作 [54]

命题 8.4.6）。而由最优传输映射的唯一性，可有 T qt
q = (1 − t) id+tT ρ

q ，这使得上

面的极限变为 T ρ
q − id。因而可有 Exp−1

q (ρ) = T ρ
q − id。

为使用有限多个粒子来估计逆指数映射，可以使用分布 q的一组样本 {x(i)}Ni=1

和分布 ρ 的一组样本 {y(i)}Ni=1 来计算这两组样本之间的离散最优传输映射，并

以此映射作为对两分布间最优传输映射 T ρ
q 的近似。然而，计算两组样本之间的

离散最优传输映射仍然是一个计算代价很大的任务 [180]。虽然也有一些计算代价
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更小的近似解法，例如著名的 Sinkhorn 方法 [181] 及其改进版本 [182]，但它也需要

O(N2)级别的经验计算复杂度，而且实验也发现它所产生的结果过于不稳定。下

面考虑一种计算更加便捷且实验中的表现也更加稳定的近似方法。此近似需要

假设分布 q 和 p 的这两组样本是成对近邻的（pairwisely close）：d(x(i), y(i)) ≪
min

{
min
j ̸=i

d(x(i), x(j)),min
j ̸=i

d(y(i), y(j))
}
。这个成对近邻的条件意味着对于任意的 i ̸=

j，都有
d(x(i), x(j))

d(x(j), y(j))
≫ 1。而另一方面，由三角不等式（triangle inequality）可知，

d(x(i), y(j)) ⩾
∣∣d(x(i), x(j))− d(x(j), y(j))∣∣，即 d(x(i), y(j))

d(x(j), y(j))
⩾
∣∣∣∣d(x(i), x(j))d(x(j), y(j))

− 1

∣∣∣∣。综
合两者可以得到

d(x(i), y(j))

d(x(j), y(j))
≫ 1，并进一步交换指标 i 和 j 得到 d(x(i), y(i)) ≪

min
j ̸=i

d(x(i), y(j))。这个结果意味着，映射 x(i) 7→ y(i),∀i是从 {x(i)}i传输到 {y(i)}i的
过程中产生的传输成本最小的映射。更加详细地说，在上述映射的基础上，考虑从

点 x(i)向点 y(j)（其中 j ̸= i）增加一个单位传输量。这个传输量将会使总的传输成

本增加 d(x(i), y(j))− d(x(i), y(i))+ d(x(j), y(i))− d(x(j), y(j))，而这个量总是正的。因
此这种情况下可以合理地将最优传输映射 T ρ

q 近似为离散传输映射 T ρ
q (x

(i)) ≈ y(i)，

进而得到计算逆指数映射的方法：

命题 5.1 (逆指数映射)： 对于分布 q与分布 ρ的成对近邻样本 {x(i)}i与 {y(i)}i，可
有结论

(
Exp−1

q (ρ)
)
(x(i)) ≈ y(i) − x(i)。

此结论的推导过程已由上文给出。

平行移动 首先注意到，关于沃瑟斯坦空间P2(M )上的平行移动已有一些正式

的研究 [183-184]，但这些结果并不适合使用有限多个粒子来估计。本节将使用希尔德

之梯（Schild’s ladder） [185-186] 这个平行移动的一阶近似方法来计算沃瑟斯坦空间

上的平行移动。由于希尔德之梯方法只涉及到指数映射及其逆映射，而沃瑟斯坦

空间上的这两个映射的有限多个粒子的估计方法已经由上面给出，因此最终可以

得到使用有限多个粒子的平行移动估计方法。

命题 5.2 (平行移动)： 对于分布 q与分布 ρ的成对近邻样本 {x(i)}i与 {y(i)}i，可有
结论

(
Γρ
q(V )

)
(y(i)) ≈ V (x(i)), ∀V ∈ TqP2(M )。

证明 本证明首先在沃瑟斯坦空间P2(M )的背景下介绍希尔德之梯方法（Schild’s
ladder method）[185-186]来估计将 q处的切向量 V ∈ TqP2(M )平行移动到 ρ处的切

向量 Γρ
q(V )。如图 5.3所示，给定分布 q，ρ以及 q处的切向量 V ∈ TqP2(M )，估

计 Γρ
q(V )的步骤为：
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图 5.3 希尔德之梯方法（Schild’s ladder method）的图示（改编自 [186]）。

1. 通过指数映射找到 Expq(V )；

2. 找到从 Expq(V )到 ρ的测地线的中点：qM := ExpExpq(V )

(1
2

Exp−1
Expq(V )(ρ)

)
；

3. 将从 q 到 qM 的测地线外推至两倍长度从而找到其终点：qE :=

Expq(2Exp−1
q (qM))；

4. 最后，对平行移动后的切向量的近似可取为：Γ̃ρ
q(V ) := Exp−1

ρ (qE) ≈ Γρ
q(V )。

综合上述过程，希尔德之梯方法所给出的近似结果可以表达为：

Γ̃ρ
q(V ) = Exp−1

ρ

(
Expq

(
2Exp−1

q

(
ExpExpq(V )

(1
2

Exp−1
Expq(V )(ρ)

))))
.

此方法所给出的近似 Γ̃ρ
q 是对 Γρ

q 的一阶近似
[186]：

∥∥∥Γρ
q − Γ̃ρ

q

∥∥∥
TρP2(M )

= o(dW (q, ρ))。

另外，由上述步骤及表达式可以看出，希尔德之梯方法只需要知道指数映射及其

逆映射即可。

假设分布 q 和 ρ在沃瑟斯坦距离的意义下十分接近，使得希尔德之梯方法能

够给出一个很好的近似。下面考虑对于很小的 ε > 0，通过使用 q和 ρ的成对近邻

样本 {x(i)}Ni=1 和 {y(i)}Ni=1 将 εV 进行平行移动。而由平行移动的线性性 Γρ
q(εV ) =

εΓρ
q(V )，最终可以得到 V 的平行移动 Γρ

q(V )。

1. 由上一部分得到的结果，分布 Expq(εV )可由 (id+εV )#q来表示，因此 {x(i)+
εV (x(i))}Ni=1 可看作 Expq(εV ) 的一组样本，并且由于 ε 很小，这组样本与

{y(i)}i仍然是成对近邻的。
2. 由成对近邻的条件，从 ρ到Expq(εV )的最优传输映射 T 可以表示为 T (y(i)) =
x(i) + εV (x(i))。有了最优传输映射后，由 Ambrosio等人的著作 [54]定理 7.2.2
可知，从 ρ到 Expq(εV )的测地线可以表示为 t 7→

(
(1− t) id+tT

)
#ρ。将 t取

为
1

2
，可得此测地线的中点 qM 的一组样本为

{
1

2

(
y(i) + x(i) + εV (x(i))

)}
i

。

3. 类似地，可以找到 qE的一组样本为
{
(1− t)x(i) + 1

2
t
(
y(i) + x(i) + εV (x(i))

)}
i

∣∣∣∣
t=2

={
y(i) + εV (x(i))

}
i
，并且这组样本与 {y(i)}i仍然是成对近邻的。
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4. 用来近似 Γρ
q(εV )的 ρ处的切向量可表示为

(
Exp−1

ρ (qE)
)
(y(i)) = εV (x(i))。

最后，原切向量 V 的平行移动便可表示为
(
Γρ
q(V )

)
(y(i)) ≈ V (x(i))。 □

这里所给出的使用有限多个粒子估计沃瑟斯坦空间P2(M )上的指数映射和

平行移动的方法看上去并未涉及复杂的几何概念。事实上，这是因为沃瑟斯坦空

间P2(M )的几何性质是由其支撑空间M 所决定的。此处所考虑的是欧氏支撑空

间，它是平坦的，因而P2(M )便也会表现得平坦，从而可有上述各结论。而这些

结论在带有曲率的黎曼流形支撑空间M 上的推广也将会出现这个黎曼流形上的

一些非平凡的几何结构。

5.4.2 ParVI方法的加速框架

有了沃瑟斯坦空间P2(M )上的指数映射（及其逆映射）和平行移动之后，便

可以将 RAG和 RNes方法应用于沃瑟斯坦空间上。本节先在沃瑟斯坦空间P2(M )

的背景下介绍并简化这两个黎曼流形上的加速方法，再通过这两个方法得到 ParVI
方法的加速框架。

RAG 和 RNes 两方法为在沃瑟斯坦空间 P2(M ) 上关于变量 q 来最小化

KLp(q)，都引入了辅助变量（auxiliary variable）ρ，并且会在 ρ的位置上计算 KL
散度的梯度。并且二者在第 k轮迭代时，更新变量 q的方式是一样的：

qk = Expρk−1
(εVk−1),

其中 ε为离散步长，而 Vk−1 := − grad KLp(ρk−1)则可由各 ParVI方法估计。至于
更新辅助变量 ρ的方式，原本的 RAG方法需要在每一步更新中求解一个非线性方
程。本节在此先通过使用一个近似①来将这个过程简化。参考如下推导过程，化简

之后的 RAG方法更新辅助变量 ρ的方式为：

ρk = Expqk

[
−Γqk

ρk−1

(
k − 1

k
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

k
εVk−1

)]
,

其中 α > 3是 RAG方法中需指定的加速因子。

推导 RAG方法所提出的更新辅助变量 ρ的方式是需要从下面的非线性方程中解

得 ρk（参见 RAG的原论文 [123]算法 2及式 (5)）：

Γρk−1
ρk

(
k

α− 1
Exp−1

ρk
(qk) +

mVk
∥Vk∥ρk

)

① 此近似其实也在 RAG的原始工作 [123] 所展示的实际应用中使用，但并未给出一般的简化结果。
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=
k − 1

α− 1
Exp−1

ρk−1
(qk−1) +

mVk−1

∥Vk−1∥ρk−1

− k + α− 2

α− 1
εVk−1.

为等式两边同时作用平行移动的逆映射
(
Γρk−1
ρk

)−1并注意到
(
Γρk−1
ρk

)−1
= Γρk

ρk−1
，上

面的方程可以化为：

k

α− 1
Exp−1

ρk
(qk) +

mVk
∥Vk∥ρk

= Γρk
ρk−1

(
k − 1

α− 1
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

α− 1
εVk−1

)
+
mΓρk

ρk−1
(Vk−1)

∥Vk−1∥ρk−1

.

接下来，考虑将等式左边的 Vk 近似为 Γρk
ρk−1

(Vk−1)。再利用性质 ∥Vk−1∥ρk−1
=∥∥∥Γρk

ρk−1
(Vk−1)

∥∥∥
ρk
，上面的方程可以化为：

k

α− 1
Exp−1

ρk
(qk) = Γρk

ρk−1

(
k − 1

α− 1
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

α− 1
εVk−1

)
.

利用性质 Exp−1
ρk
(qk) = −Γρk

qk
(Exp−1

qk
(ρk))并在等式两边同时作用

(
Γρk
qk

)−1
= Γqk

ρk
，可

以得到：

Exp−1
qk
(ρk) = −Γqk

ρk
Γρk
ρk−1

(
k − 1

k
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

k
εVk−1

)
.

最后，将 Γqk
ρk
Γρk
ρk−1
近似为 Γqk

ρk−1
，得到的更新辅助变量 ρ的近似方式为：

ρk = Expqk

[
−Γqk

ρk−1

(
k − 1

k
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

k
εVk−1

)]
.

（推导毕）

至于 RNes方法，本文重新组织了它更新辅助变量 ρ的方式：

ρk = Expqk

{
c1 Exp−1

qk

[
Expρk−1

(
(1− c2)Exp−1

ρk−1
(qk−1) + c2 Exp−1

ρk−1
(qk)

)]}
,

其中 c1, c2 ∈ R 是本文所引入的新的算法参数。在 RNes 方法的原本形式（参见
Zhang等人的著作 [124] 算法 2）中，算法是由缩减参数 β ∈ (0, 1)以及目标函数梯

度的李普希兹系数（Lipschitz coefficient）λ来表示的。这两种表示形式的关系为：

c1 =
ας

ς + αλ
, c2 =

1

α
,

其中

α =
(√

β2 + 4(1 + β)λε− β
)
/2,

ς = λ
(√

β2 + 4(1 + β)λε− β
)
/
(√

β2 + 4(1 + β)λε+ β
)
,
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算法 4 ParVI方法的加速框架：沃瑟斯坦加速梯度方法（Wasserstein accelerated gra-
dient, WAG）和沃瑟斯坦-涅斯捷洛夫方法（Wasserstein Nesterov’s method, WNes）

1: WAG方法：选定加速因子 α > 3；

WNes方法：选定算法系数 c1和 c2；

2: 随机地初始化一组各不相同的粒子 {x(i)0 }Ni=1；以相同的值初始化辅助粒子

{y(i)0 }Ni=1 = {x
(i)
0 }Ni=1；

3: 对 k = 1, 2, · · · , kmax,执行操作:
4: 对 i = 1, · · · , N ,执行操作:
5: 使用 SVGD/Blob/GFSD/GFSF方法估计 V (y

(i)
k−1)；

6: x
(i)
k = y

(i)
k−1 + εV (y

(i)
k−1);

7: y
(i)
k = x

(i)
k +

WAG:
k − 1

k
(y

(i)
k−1 − x

(i)
k−1) +

k + α− 2

k
εV (y

(i)
k−1);

WNes: c1(c2 − 1)(x
(i)
k − x

(i)
k−1);

8: 结束

9: 结束

10: 输出所得粒子 {x(i)kmax
}Ni=1作为对分布 p的估计。

是 RNes方法的原工作 [124]中引入的另外两个量。特别地，在下面将要得到的加速

框架的算法（算法 4）中，更新规则里所出现的系数 c1(c2 − 1)可以表示为：

c1(c2 − 1) = 1 + β − 2(1 + β)(2 + β)λε√
β2 + 4(1 + β)λε− β + 2(1 + β)λε

.

由于实际中对目标函数梯度的李普希兹系数没有准确的信息，因此调整原参数 β

和 λ与调整本节所提参数 c1 和 c2 是等价的。最后，RNes方法在欧氏空间的情况
下可以化简为标准的涅斯捷洛夫加速方法。

做好了这些准备，现在便可将沃瑟斯坦空间上估计指数映射和平行移动的方

法代入，从而得到加速 ParVI 方法的框架。基于 RAG 方法和 RNes 方法的加速
框架实现方式分别被称为沃瑟斯坦加速梯度方法（Wasserstein accelerated gradient,
WAG）和沃瑟斯坦-涅斯捷洛夫方法（Wasserstein Nesterov’s method, WNes）。经过下
面的推导，可得到加速框架的这两个实现方式，列于算法 4中。注意到在推导过程
中，两组粒子成对近邻的条件始终可以得到满足，因为 {x(i)}i 和 {y(i)}i 这两组粒
子初始化为成对相同的状态，而之后每一组粒子都是基于另一组粒子以成对的方

式更新由步长所控制的一个小量，且两组粒子是交替进行更新的。因此命题 5.1和
命题 5.2是可以合理使用的。
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推导 加速框架的这两个实现方式的推导是类似的，因而此处只给出由 RAG推导
出WAG算法的过程。记向量场 ζk−1 :=

k − 1

k
Exp−1

ρk−1
(qk−1)−

k + α− 2

k
εVk−1，这

样 RAG方法对辅助变量 ρ的更新方式便可写作 ρk = Expqk

[
−Γqk

ρk−1
(ζk−1)

]
。首先

假设 qk−1的样本 {x(i)k−1}
N
i=1与 ρk−1的样本 {y(i)k−1}

N
i=1是成对近邻的，因而可以使用

命题 5.1来估计逆指数映射 Exp−1
ρk−1

(qk−1)(y
(i)
k−1) = x

(i)
k−1−y

(i)
k−1，从而有 ζk−1(y

(i)
k−1) =

k − 1

k
(x

(i)
k−1 − y

(i)
k−1)−

k + α− 2

k
εV

(i)
k−1。而由 qk 的更新方式 x

(i)
k = y

(i)
k−1 + εV

(i)
k−1，可

以得知 qk 的样本 {x(i)k }
N
i=1 和 ρk−1 的样本 {y(i)k−1}

N
i=1 对于足够小的 ε > 0也是成对

近邻的。接下来使用命题 5.2来估计平行移动
(
Γqk
ρk−1

(ζk−1)
)
(x

(i)
k ) ≈ ζk−1(y

(i)
k−1)，代

入到 ρk的更新规则中，可得：y
(i)
k = x

(i)
k −

(
Γqk
ρk−1

(ζk−1)
)
(x

(i)
k ) ≈ x

(i)
k − ζk−1(y

(i)
k−1) =

x
(i)
k −

k − 1

k
(x

(i)
k−1 − y

(i)
k−1) +

k + α− 2

k
εV

(i)
k−1。这样得到的 {y

(i)
k }

N
i=1即为 ρk 的样本。

下面来检查成对近邻条件是否成立。由算法 4的初始化方式可知在 k = 0时

有 x
(i)
0 = y

(i)
0 ，显然成对近邻。假设 {x

(i)
k−1}

N
i=1和 {y

(i)
k−1}

N
i=1是成对近邻的，那么对

于足够小的 ε > 0，ζk−1(y
(i)
k−1)对于任意 i都是一个各分量都很小的向量。而由上

面所得到的更新规则，这意味着 qk 的样本 {x(i)k }
N
i=1 和 ρk 的样本 {y(i)k }

N
i=1 是成对

近邻的，这提供了为下一轮递推的条件。由归纳法原理可知，对于足够小的 ε > 0，

成对近邻条件成立，进而保证了算法 4的正确性。
（推导毕）

所提加速框架 WAG和 WNes继承了 RAG和 RNes方法相比原本的梯度流模
拟收敛更快的理论保证。根据上一节所得到的理论，各 ParVI方法从模拟沃瑟斯
坦梯度流的角度来看是等价的，因而所提加速框架可以应用于所有 ParVI方法上。
在实际中，所提加速框架在每轮迭代中增加的计算复杂度是线性于粒子数目N 的，

这与 ParVI 方法原本的 O(N2) 量级的复杂度相比并不是一个很明显的计算负担。

另外，需要强调的是，直接将欧氏空间中的标准涅斯捷洛夫加速方法应用于每一

个粒子上这种做法是没有理论支持的，因为每个粒子自身并没有在最优化一个M

上的目标函数，而是它们共同所表示的分布在最小化沃瑟斯坦空间上的 KL散度。
最后，本节所得到的沃瑟斯坦空间上更加细致的黎曼结构（命题 5.1和命题 5.2）可
使将其他黎曼流形上的优化技术应用于沃瑟斯坦空间上成为可能，例如黎曼流形

上的 BFGS 方法 [187-189] 以及黎曼流形上的随机梯度方差消减（variance reduction）
方法 [156]。这些拓展可以进一步提升 ParVI方法的表现。
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5.5 基于热方程的带宽选择方法

在 5.3节中所做的理论分析指出，ParVI方法都需要做一个平滑操作，而这个
操作可以通过使用核函数来实现。所以选择核函数的带宽就成为了一个必要且很

关键的问题。SVGD方法使用的是中位数方法（median method）[81]，它是基于数值

稳定性上的直觉得到的方法。这里考虑一个更加具有原则性的带宽选择方法。本

节首先分析平滑操作的目标并给出带宽应满足的原则，进而推导出一个可行的算

法。

如注释 5.1所述，确定性动力学系统 dx = V GF(x) dt与郎之万动力学系统会产
生同样的分布演化规律。特别地，确定性子动力学系统 dx = −∇ log qt(x) dt与布
朗运动 dx =

√
2 dBt(x)会产生同样的分布演化规律，而这个规律可由热方程（heat

equation, HE）来描述：∂tqt(x) = ∆qt(x)。所以一个好的平滑核函数应使所对应的

近似动力学系统所产生的分布演化规律与热方程相契合。这便是选择平滑核函数

带宽的原则。

下面依据此原则为 GFSD 方法推导出具体的确定带宽的方法。GFSD 方法使
用平滑密度这种平滑操作，即将分布 qt 近似为平滑分布 q̃(x) = q̃(x; {x(i)}i) =

1

N

N∑
i=1

K(x, x(i))。对于很小的 ε > 0，它所对应的近似动力学系统 dx =

−∇ log q̃(x) dt 会把分布 qt 的样本 {x(i)}i 移动为 {x(i) − ε∇ log q̃(x(i))}i，而这组
粒子近似是分布 qt+ε 的样本。而另一方面，由 HE所给出的分布演化规律，上面
的新分布 qt+ε（作为密度函数）应该可以由函数 qt + ε∂tqt ≈ q̃ + ε∆q̃ 来近似。由

带宽选择的原则，这两个近似应该尽量保持一致，即 q̃
(
x; {x(i) − ε∇ log q̃(x(i))}i

)
应与 q̃ + ε∆q̃ 尽量接近。将这两个表达式对 ε 展开，可以发现二者的零阶项

是一样的，而匹配二者的一阶项即为使如下函数尽可能处处接近于零：G(x) :=

∆q̃(x; {x(i)}i)+
∑
j

∇x(j) q̃(x; {x(i)}i) ·∇ log q̃(x(j); {x(i)}i)。为在实际中达到此目标，

可以提出如下优化问题：

min
w>0

N

wm+2
Eq(x)[G(x)2] ≈

1

wm+2

∑
k

G(x(k))2,

其中 w表示带宽，而系数
1

wm+2
的引入是为了使最终的目标函数成为一个无量纲

的量（注意到 x2/w是无量纲的），从而减小问题维度对目标函数的影响。以平滑

分布 q̃直接表示的上述优化问题中的目标函数为：

1

wm+2

∑
k

G(x(k))2
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=
1

wm+2

∑
k

[
∆q̃(x(k); {x(i)}i) +

∑
j

∇x(j) q̃(x(k); {x(i)}i) · ∇ log q̃(x(j); {x(i)}i)
]2
.

下面来逐步实例化这个目标函数。设 q̃(x; {x(j)}j) = (1/Z)
∑
j

c(
∥∥x− x(j)∥∥2/(2w))，

其中 c : R→ R是一个正定函数。则目标函数可写为：∑
k

(∑
j

[
c′′j (x)

∥∥x− x(j)∥∥2 +mwc′j(x) +

(∑
i c

′
ijx

(i)
)
−
(∑

i c
′
ij

)
x(j)(∑

i cij
) · (x− x(j))c′j(x)

])2

,

其中上标撇“ ′”表示导数，c′j(x) := c′(
∥∥x− x(j)∥∥2/(2w))，c′ij := c′j(x

(i))，而 cij =

c(
∥∥x(i) − x(j)∥∥2/(2w))。进一步，对于高斯核函数，c(r) = (2πw)−

m
2 e−r，则上述目

标函数可表示为
1

(2π)m

∑
k

σ2
k(w)，其中

σk(w) =
(∑

j

ekj∥dkj∥2
)
− hD

(∑
j

ekj
)
−
∑
j

(∑
i

eij
)−1

ejkdjk ·
(∑

i

eijdij
)
,

且

σ′
k(w) =

1

2w2

(∑
j

ejk∥djk∥4
)
− m

w

(∑
j

ejk∥djk∥2
)
+
(m2

2
−m

)(∑
j

ejk
)

− 1

2w2

∑
j

(∑
i

eij
)−1

ejkdjk ·
(∑

i

eij∥dij∥2dij
)

− 1

2w2

∑
j

(∑
i

eij
)−1

ejk∥djk∥2djk ·
(∑

i

eijdij
)

+
1

2w2

∑
j

(∑
i

eij
)−2(∑

i

eij∥dij∥2
)
ejkdjk ·

(∑
i

eijdij
)

+
m

2w

∑
j

(∑
i

eij
)−1

ejkdjk ·
(∑

i

eijdij
)
,

其中 dij := x(i) − x(j)，eij := e−∥dij∥2/(2w)−(m/2) logw。

有了这些信息，便可对此目标函数进行优化了。虽然计算 σk(w)需要一些计算

代价，但这个优化问题是关于一个标量的，因此可以使用一些线搜索（line search）
的方法来提高优化效率。实际中的操作会在每次估计向量场 V 之前通过平方插值

这个线搜索方法进行一步更新带宽 w的操作。这个操作只需要计算一次 σk(w)的

导数以及两次 σk(w)的值。

此带宽选择方法被称为热方程（heat equation）方法，即 HE方法。这个推导
是基于 GFSD方法所采用的平滑密度方法所得到的，因此同样采用了平滑密度方
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图 5.4 所提HE方法（第二行）与中位数方法（第一行）的效果对比。各列所对应的 ParVI
方法分别为 SVGD，Blob，GFSD和 GFSF。

法的 Blob方法也可使用此方法。而由 5.3节中所阐明的平滑密度与平滑函数两操
作之间的等价性，此 HE方法也可用于采用了平滑函数的 ParVI方法，例如 SVGD
和 GFSF。

5.6 实验

为与 WAG 和 WNes 这两个加速方法的实现方式清晰对应，本节称 ParVI 方
法原本所使用的模拟梯度流的方法为沃瑟斯坦梯度下降方法（Wasserstein Gradient
Descent, WGD）。此外，尽管 PO方法并不是以加速的目的而开发的，但这里将它
视为一种经验上的加速方法参与比较。以下各实验的代码可从网站“https://github
.com/chang-ml-thu/AWGF”下载。

5.6.1 简单模拟实验

首先展示对于选择核函数带宽的任务，使用 HE方法胜于中位数方法的表现。
图 5.4展示了四种 ParVI方法（使用原本的WGD方法）分别使用 HE方法和中位
数方法在 400轮更新后所得到的 200个粒子的分布。每一种方法都以相同的 200
个粒子进行初始化，而这组用来初始化的 200 个粒子采自标准高斯分布 N (0, 1)。

图中的灰色点即表示最终得到的粒子，而蓝色背景则表示目标分布。这个双峰分

布是受 Rezende等人的工作 [72] 中所使用的一个实验场景的启发而设计的。对于二

维变量 Z = (Z1, Z2) ∈ R2，其对数密度函数 p(Z)为：

log p(Z) =− 2(∥Z∥22 − 3)2 + log(e−2(Z1−3)2 + e−2(Z1+3)2) + const.
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表 5.1 贝叶斯逻辑回归模型在 Covertype数据集上的后验推理实验中各 ParVI方法所采
用的参数

WGD PO WAG WNes

SVGD 3e-2 (1.0, 0.7, 1e-7), 3e-6 3.9, (0.9, 1e-6) ( 300, 0.2), (0.8, 3e-4)
Blob 1e-6 (1.0, 0.7, 1e-7), 3e-7 3.9, (0.9, 1e-6) (1000, 0.2), (0.9, 1e-5)
GFSD 1e-6 (1.0, 0.7, 1e-7), 3e-7 3.9, (0.9, 1e-6) (1000, 0.2), (0.9, 1e-5)
GFSF 1e-6 (1.0, 0.7, 1e-7), 3e-7 3.9, (0.9, 1e-6) (1000, 0.2), (0.9, 1e-5)

图中所示的区域为 [−4, 4]× [−4, 4]。SVGD方法使用固定步长 0.3（而没有采用其

原版本中带有动量的 AdaGrad 方法，以保证公平比较），而其他方法都使用固定
步长 0.01（这是由于 SVGD方法中对梯度做了一个以核函数为权重的平均，因而
它所计算的向量场与其他方法有不同的量级）。GFSF方法在对 K̂ 求逆之前加入了

0.01I 这个对角阵以保证数值稳定。

由图 5.4 可发现，中位数方法会使粒子最终高度集中在目标分布的峰值位置
上，因而没能充分捕捉到目标分布的特性，例如方差等。这是因为它所基于的数

值稳定性考量无法保证核函数平滑操作的效果。而 HE方法则取得了很好的近似
结果。粒子不仅有合理的分散程度，而且排列更加整齐，特别是在目标分布的等

值线上，粒子几乎是均匀地排列在上面。同时也可注意到，即使使用中位数方法，

SVGD方法也能产生具有一定分散度的粒子。这可能是由于它在更新每个粒子时
也考虑了其他粒子处的梯度。

5.6.2 贝叶斯逻辑回归模型实验

此部分实验在贝叶斯逻辑回归模型（Bayesian logistic regression, BLR）的后验
推理任务上考察所提加速框架WAG和WNes（参见算法 4）的效果。这里采用与
SVGD原工作 [81] 相同的实验设定（这一设定也由之后的 Blob方法的原工作 [56] 所

使用）。具体地，实验中使用 Covertype数据集，它有 581,012个样本，其数据维度
为 54。每次运行都以 80% : 20%的比例随机地将数据集分为训练集和测试集。模
型结构与 SVGD原工作 [81]中所使用的模型一样，并取模型权重变量的高斯先验的

精度变量的伽马分布（Gamma distribution）先验的参数为 a0 = 1.0，b0 = 100（其

中 b0是尺度参数（scale parameter），不是比率参数（rate parameter））。所有的 ParVI
方法都使用 100个粒子，并由模型先验随机初始化。它们也都使用随机梯度，对
应的随机子数据集大小选定为 50。
各方法在实验中所取的具体参数情况可参见表 5.1。WGD这一列给出的是步

长。PO这一列的格式为“（衰减指数，记忆率，注入噪声的方差），步长”。这两
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图 5.5 贝叶斯逻辑回归模型在 Covertype数据集上的后验推理实验中WAG及WNes方法
的加速效果。(a-d): 以测试准确率衡量；(e-h): 以对数似然衡量。

个方法都使用固定的步长，而WAG和WNes方法则使用衰减的步长。WAG这一
列的格式为“（加速因子 α，（步长衰减指数，步长尺度））”。WNes这一列的格式
为“（WNes参数 λ, WNes参数 β），（步长衰减指数，步长尺度））”。作为一个特例

的是，SVGD-WGD方法采用了带有动量的 AdaGrad方法以复现其原工作 [81] 中的

结果，并选取此方法的记忆率参数为 0.9，步长尺度为 0.03。对 GFSF方法，在对
矩阵 K̂ 求逆之前为之加入了小对角阵 (1× 10−5)I。

推理效果分别以在独立的测试集上的分类准确率以及对数似然来衡量。

图 5.5 展示了各方法随迭代次数（因为所有方法使用相同的随机子数据集大小，
因而这个比较是公平的）收敛的情况，其中每条曲线都是平均了 10次独立运行结
果之后的情况。对于所有的四种 ParVI方法，WAG和WNes方法的收敛速度都显
著地比WGD和 PO方法高。另外，WNes方法可比WAG得到更好的结果，特别是
在推理早期，并且也对超参数更加稳定。PO方法在此任务上的表现与WGD方法
接近，这与 PO方法原工作 [55] 中的结果一致。此外还可以注意到，四种 ParVI方
法具有相似的表现，这也是一个自然的结果，因为 ParVI方法都是通过平滑操作对
同一个梯度流进行模拟的方法。

5.6.3 贝叶斯神经网络实验

此部分实验采用与 SVGD 方法的原工作 [81] 相同的实验设定。具体地，实验

中使用的贝叶斯神经网络（Bayesian neural networks）包含一个具有 50 个隐节点
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表 5.2 贝叶斯神经网络在 Kin8nm数据集上的后验推理实验中各 ParVI方法采用的参数

WGD PO WAG WNes

SVGD 1e-3 (1.0, 0.6, 1e-7), 1e-4 3.6, 1e-6 (1000, 0.2), 1e-4
Blob (0.5, 3e-5) (1.0, 0.8, 1e-7), (0.5, 3e-5) 3.5, (0.5, 1e-5) (3000, 0.2), (0.6, 1e-4)
GFSD (0.5, 3e-5) (1.0, 0.8, 1e-7), (0.5, 3e-5) 3.5, (0.5, 1e-5) (3000, 0.2), (0.6, 1e-4)
GFSF (0.5, 3e-5) (1.0, 0.8, 1e-7), (0.5, 3e-5) 3.5, (0.5, 1e-5) (3000, 0.2), (0.6, 1e-4)

表 5.3 贝叶斯神经网络在 Kin8nm数据集上的后验推理实验中各 ParVI方法及其各加速
版本的表现。

方法
平均测试均方根误差 (×10−2)

SVGD Blob GFSD GFSF

WGD 8.4±0.2 8.2±0.2 8.0±0.3 8.3±0.2
PO 7.8±0.2 8.1±0.2 8.1±0.2 8.0±0.2

WAG 7.0±0.2 7.0±0.2 7.1±0.1 7.0±0.1
WNes 6.9±0.1 7.0±0.2 6.9±0.1 6.8±0.1

方法
平均测试对数似然

SVGD Blob GFSD GFSF

WGD 1.042±0.016 1.079±0.021 1.087±0.029 1.044±0.016
PO 1.114±0.022 1.070±0.020 1.067±0.017 1.073±0.016

WAG 1.167±0.015 1.169±0.015 1.167±0.017 1.190±0.014
WNes 1.171±0.014 1.168±0.014 1.173±0.016 1.193±0.014

（hidden node）的隐含层（hidden layer），并使用 sigmoid函数作为激活函数（activation
function）。模型权重变量的高斯先验的精度变量的伽马分布（Gamma distribution）
先验的参数为 a0 = 1.0，b0 = 0.1。实验中使用 Kin8nm 数据集。它是 UCI 数据
集 [190] 的一个子集。每次运行都以 90% : 10%的比例随机地将数据集分为训练集
和测试集。各 ParVI方法都使用 20个粒子，并使用随机梯度进行估计，对应的随
机子数据集大小均选作 100。它们在实验中的详细参数由表 5.2给出，其中各列的
格式与上一部分贝叶斯逻辑回归中（5.6.2节）介绍表 5.1各列的格式基本一致，例
外的是 SVGD方法为复现其原工作 [81] 中的结果而采用了记忆率参数为 0.9的带有

动量的 AdaGrad方法，而步长尺度由表格给出。另外，本实验中WGD方法和 PO
方法也使用衰减的步长，因此表格中也提供了对应的衰减指数。GFSF方法在对矩
阵 K̂ 求逆之前为之加入了一个小对角阵 0.01I。

表 5.3展示了各方法在 8,000轮迭代后所得的结果（取各方法重复 20次独立
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图 5.6 隐式狄利克雷分配模型在 ICML数据集上的后验推理实验中WAG及WNes方法
的加速效果。

运行的均值和标准差）。从表中可以发现所提加速框架的WAG和WNes这两个实
现可以令各 ParVI方法在固定迭代轮数时都取得更好的结果。PO方法也提高了这
些 ParVI方法的效果，但不如WAG和WNes方法那样明显。

5.6.4 隐式狄利克雷分配模型实验

此部分实验在隐式狄利克雷分配模型（latent Dirichlet allocation, LDA） [19] 的

后验推理这个非监督学习任务中继续考察所提加速框架的效果。此任务是在给定

文档数据后，估计 LDA模型的话题（topic）这个全局隐变量的后验分布。实验中
采用与 Ding等人的工作 [119] 中相同的实验设定。具体地，实验采用拓展的自然式

参数化方法（expanded-natural parameterization）[18]以及坍缩吉布斯采样（collapsed
Gibbs sampling）来估计 LDA 模型的话题隐变量的后验分布对数梯度。所使用的
数据集是 ICML数据集①，它包含 765篇文档，以及 1,918个单词（不重复计算）。
每次运行都以 80% : 20%的比例随机地将数据集分为训练集和测试集，在训练集
每篇 90%的单词上估计 LDA模型话题隐变量的后验分布，再在测试集上使用训
练得到的后验分布的估计先在每篇 90% 的单词上训练此文档的话题配比隐变量
（topic proportion），再使用剩下 10%的单词来评估训练效果。训练效果是以困惑度
（perplexity）来衡量的。困惑度越小，表明训练所得模型越契合测试数据，即可视
为推理方法得到了对后验分布更好的估计。

实验中，LDA 模型将其话题隐变量的狄利克雷先验的参数选定为 0.1，而其
话题配比隐变量的高斯先验的均值和标准差则分别取为 0.1和 1.0。话题数选定为
30。坍缩吉布斯采样在每次估计梯度时运行 50次，并使用所得的样本进行梯度的
估计。对于各 ParVI方法，它们都使用随机梯度进行计算，对应的随机子数据集
大小选定为 100。它们都使用 20个粒子。它们在实验中所选取的其他详细参数由
表 5.4给出，其中各列的格式与贝叶斯逻辑回归中（5.6.2节）介绍表 5.1各列的格

① https://cse.buffalo.edu/~changyou/code/SGNHT.zip
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表 5.4 隐式狄利克雷分配模型在 ICML数据集上的后验推理实验中各 ParVI方法所采用
的参数

WGD PO WAG WNes

SVGD 3.0 (0.7, 0.7, 1e-4), 10.0 2.5, 3.0 (3.0, 0.2), 10.0
Blob 0.3 (0.7, 0.7, 1e-4), 0.30 2.1, 3e-2 (0.3, 0.2), 0.30
GFSD 0.3 (0.7, 0.7, 1e-4), 0.30 2.1, 3e-2 (0.3, 0.2), 0.30
GFSF 0.3 (0.7, 0.7, 1e-4), 0.30 2.1, 3e-2 (0.3, 0.2), 0.30

式基本一致，例外的是所有方法都使用衰减的步长，其中衰减指数为 0.55，衰减
初始步数为 1,000，而步长尺度则在表中给出。注意 SVGD方法在此实验中没有采
用它原本采用的带有动量的 AdaGrad方法。GFSF方法在对矩阵 K̂ 求逆之前为之

加入了一个小对角阵 (1× 10−5)I。

所提 WAG和 WNes方法的加速效果如图 5.6所示，其中每条曲线是 10次独
立运行结果的平均。可以发现，对于这四种 ParVI方法，WAG和WNes都明显地
提高了它们的收敛速度。此实验中 PO方法也可以取得一个可比的加速效果。实验
中WAG方法表现出了对其加速因子 α这个参数的敏感性，而且在图 5.6中也表现
出了一些小波动。而WNes方法则稳定很多。

100 200 300 400迭代次数
1025

1050

1075

1100

1125

1150

困惑
度

SGNHT-seq

SGNHT-para

SVGD-WGD

SVGD-WNes

图 5.7 隐式狄利克雷分配模型在 ICML 数据集上的后验推理实验中作为 ParVI 方法和
MCMC方法代表的 SVGD方法与 SGNHT方法的效果对比。

为进一步展示加速 ParVI方法在解决实际问题中的优势，本部分实验以 SVGD-
WNes 为例将它们与一个先进的 MCMC 方法进行对比，即随机梯度诺泽-胡佛恒
温器方法（stochastic gradient Nosé-Hoover thermostats, SGNHT） [119]。实验中选定

SGNHT的固定步长为 0.03，质量参数为 1.0，而扩散参数为 22.4。对于 SGNHT方
法，实验中同时实现了模拟一条链的序列式（sequential,简记为“-seq”）采样和模
拟多条链并采集所有链最后位置作为样本的平行式（parallel，简记为“-para”）采
样。由于 ParVI方法使用了 20个粒子，因此对于序列式采样 SGNHT采集此链上
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最后 20个样本，而对于平行式采样 SGNHT选取模拟链数为 20。实验结果展示于
图 5.7中，其中每条曲线是 10次独立运行结果的平均。可以发现，加速的 ParVI方
法在实验中具有比MCMC方法更快的收敛速度。另外，由于各方法都使用了相同
数目的粒子（样本），因此这个结果也展示了 ParVI方法的粒子高效性。

5.7 本章小结与讨论

通过深入探索 ParVI方法作为沃瑟斯坦梯度流的这个解释，本章为理解 ParVI
方法建立了一个有限多个粒子近似的统一理论，并为提高 ParVI方法的表现提出
了一个加速框架和一个有原则性的带宽选择方法。所提理论发现各 ParVI方法使
用有限多个粒子的近似都是一个平滑操作，并可归于平滑密度和平滑函数这两类

形式中。这两类形式的等价性给出了 ParVI方法之间的一个联系，而平滑操作的
必需性则揭示了 ParVI方法所做的假设。这个理论也启发了两个新的 ParVI方法的
设计与开发。所提加速框架是通过对沃瑟斯坦空间P2(M )黎曼结构的深入挖掘

而得到的，而所提带宽选择方法是基于对平滑操作的目的的分析而推出的。实验

结果展示了所提带宽选择方法所产生的明显更具代表性的粒子从而进一步加强了

ParVI方法的粒子高效性，以及使用所提加速框架在无显著额外计算开销的情况下
为各 ParVI方法带来的更快的收敛速度。
本章所提的 ParVI方法的平滑性假设理论可进一步启发新 ParVI方法的开发，

例如利用核函数的谱分解 [191]实现平滑函数的 ParVI方法。所提 ParVI方法的加速
框架，包括在开发过程中所推得的沃瑟斯坦空间上的逆指数映射和平行移动等实

现方法，可启发和实现对 ParVI方法的更多改进，例如拟牛顿法 [187-189]和方差消减

（variance reduction）方法 [156]。其他后续工作包括对 ParVI方法使用有限多个粒子
进行近似的非渐进分析，以及对所提带宽选择方法进一步进行简化等。
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人们已熟知，MCMC领域中所使用的郎之万动力学系统（Langevin dynamics,
LD）是沃瑟斯坦空间（Wasserstein space）上KL散度的梯度流。这个观点不仅极大
地帮助了对 LD收敛性质的分析，还启发了最近发展起来的基于粒子的变分推理
方法（particle-based variational inference methods, ParVI）。然而目前除去 LD之外，
却没有更多的MCMC动力学系统可以从沃瑟斯坦空间上的流的角度来理解。本章
工作通过研究与定义一些新的概念，提出一个理论框架，将一般的MCMC动力学
系统理解为一个纤维黎曼-泊松流形（fiber-Riemannian Poisson manifold, fRP流形）
的沃瑟斯坦空间上的纤维梯度哈密顿流（fiber-gradient Hamiltonian flow, fGH流）。
这个 fGH流具有一个“守恒项 +收敛项”的结构，因而可以为一般的 MCMC动
力学系统的行为给出一个直观的理解。本章将现有的MCMC方法在所提理论框架
下进行了分析。这个理论框架也使一般的MCMC动力学系统能够以 ParVI方法的
方式进行模拟，这一方面为 ParVI领域引入除 LD之外更多更高效的MCMC动力
学系统，而另一方面又为MCMC领域引入了 ParVI方法的优点，例如粒子高效性
（particle efficiency）。本章为一个特定的MCMC动力学系统开发了两个 ParVI方法，
并在实验中展示了这两个方法的优势。

6.1 研究动机

基于动力学系统的马尔可夫链蒙特卡罗方法（dynamics-based Markov chain
Monte Carlo methods, MCMC）因其具有的渐进准确保证、可用范围广、采样效率高
以及能够高效处理大规模数据的可扩展性等优势，在贝叶斯推理领域中已得到高

度关注 [60,97,115,192-193]。它们通过模拟一个连续时间动力学系统来采样。更准确地说，

这个动力学系统指的是一个可保持目标分布不变的扩散过程（diffusion process）。
然而，由于模拟过程中样本之间仍然会有一定的正的自相关性（auto-correlation），
因而它们还是会表现出较慢的实际收敛速度和较小的有效样本数量（effective sam-
ple size）。另一类称为基于粒子的变分推理方法（particle-based variational inference
methods, ParVI）则希望通过一个确定性的方式来更新样本，或称粒子，而这个确
定性的更新方式则由最小化与目标分布之间的 KL散度这一原则所确定。由于这
类方法通过在模拟时为一组有限多个粒子加入了相互作用的机制，这类方法可充

分利用这组粒子的近似能力，因而可以具有更好的粒子高效性（particle efficiency）。
而基于优化的原则也可使它们收敛得更快。斯坦因变分梯度下降方法（Stein vari-
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ational gradient descent, SVGD） [81] 是其中最有名的代表。这个领域目前在理论方

面 [56,83,85]和应用方面 [17,25,169-170]都十分活跃。

MCMC 方法和 ParVI 方法这两者之间关系的研究始于它们在沃瑟斯坦空间
P2(M ) [53-54]上的解释，其中流形M 是其支撑空间（support space）。其定义及性
质可参见 5.2.1 节。这是一个非常广泛但同时也有必要结构的空间。由它的结构，
其上 KL散度的梯度流（gradient flow）便可以被定义，而人们已熟知，郎之万动
力学系统 (LD) [58,194]这个特定的MCMC动力学系统正是在模拟这个梯度流 [61]。而

近来的一些分析，包括 Chen等人的工作 [56] 以及上一章中的工作，则揭示了现有

的 ParVI方法也都是在模拟此梯度流，因而它们与 LD模拟的是一个过程。然而，
除了 LD之外，MCMC领域中还有很多种类的动力学系统，并且这些动力学系统
可以比 LD收敛得更快或可产生更有效的样本 [97,115,119]，但目前却没有 ParVI方法
在模拟这些动力学系统。这些一般的MCMC动力学系统也还没有得到作为沃瑟斯
坦空间P2(M )上的一个过程这样的解释，这也阻碍了使用 ParVI形式的模拟过程
对它们的模拟。另一方面，当把 LD看作P2(M )上 KL散度的梯度流时，其收敛
行为就变得十分清晰 [106,195-197]，因为这个梯度流就是使任一分布在 KL 散度的意
义下以最快的方式趋向于目标分布的过程。然而，目前除了 LD之外的MCMC动
力学系统尚未这种视角的理解。事实上，一个一般的MCMC动力学系统只保证它
会保持目标分布不变 [120]，而并不一定保证会使任一分布都以最快的方式趋向目标

分布。所以梯度流的形式很难涵盖一般的MCMC动力学系统。
本章提出一个理论框架，给出一般 MCMC 动力学系统在沃瑟斯坦空间

P2(M ) 上的解释。所提框架基于对梯度流这个概念做两方面的推广从而可以涵

盖一般的 MCMC动力学系统：(a)本章引入了一个新的概念，称为纤维黎曼流形
（fiber-Riemannian manifold）M，它可以只在它的纤维空间（fiber，大致是它的一个
个子流形，或者说是它的一个切片（slice））中定义黎曼结构（Riemannian structure），
并可进一步发展出来其沃瑟斯坦空间P2(M )上的纤维梯度流（fiber-gradient flow）
这个新的概念；(b)本章也为流形M 引入一个泊松结构，从而可以定义其沃瑟斯

坦空间P2(M )上的哈密顿流。将这两方面的推广综合起来，本章可以定义一个纤

维黎曼-泊松（fiber-Riemannian Poisson, fRP）流形M 及其沃瑟斯坦空间P2(M )

上的纤维梯度哈密顿（fiber-gradient Hamiltonian, fGH）流。本章进而发现，任一常
规的（regular）MCMC动力学系统是一个 fRP流形M 的沃瑟斯坦空间P2(M )上

的 fGH流，并且MCMC动力学系统与 fRP流形M 的结构有一个对应关系。

这个统一的理论框架为一般的 MCMC 动力学系统的行为提供了一个清晰的
视角。在上面所定义的 fGH流中，哈密顿流这个部分会保持与目标分布的 KL散
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度不变，而纤维梯度流这个部分则会在每一个纤维空间中驱使对应的条件分布朝

向对应目标分布的条件分布而演化。若当前分布就是目标分布，即 KL散度达到最
小值时，纤维梯度等于零，而由哈密顿流的性质可知，此时的 fGH流会保持目标
分布不变。对于一般的分布，若此MCMC方法对应的纤维梯度流存在，那么它可
以驱使每个纤维空间内的收敛，将每个纤维空间中的过程稳定下来，从而使得每

个纤维空间中的动力学系统可以容忍使用随机梯度所带来的扰动，进而使对应的

MCMC方法具有可扩展性。这是对已有讨论 [115-116] 向一般 MCMC动力学系统的
推广，而这些已有讨论关注的是哈密顿蒙特卡罗（Hamiltonian Monte Carlo, HMC）
[96-98]这个特定的MCMC方法。另一方面，若此MCMC方法对应的哈密顿流存在，
那么它可以起到让样本（粒子）探索更加广阔区域的作用 [97,115]。在所提理论框架

中，不同的MCMC方法对应着不同的纤维结构，因此对应着不同的流的部分。它
们可以依此被划分为三类，其中每一类都具有特定的行为。本章对现有的 17 种
MCMC方法按照这三类进行了统一的分析和对比。
所提理论框架同时也为MCMC领域和 ParVI领域架起了桥梁。一方面，MCMC

领域中丰富的动力学系统在 ParVI领域中被解锁，而其中很多动力学系统都具有
比 LD更加优秀的表现。另一方面，MCMC动力学系统现在可以通过 ParVI形式进
行模拟，从而为MCMC领域引入 ParVI方法的优势，例如粒子高效性。作为一个
例子，本章为随机梯度哈密顿蒙特卡罗方法（stochastic gradient Hamiltonian Monte
Carlo, SGHMC） [115] 的动力学系统开发了两个 ParVI形式的模拟方法。通过考察
这两个新 ParVI方法的实际表现，本章展示了在 ParVI领域中使用 SGHMC动力学
系统的好处，以及在MCMC领域中使用 ParVI形式模拟的优势。

相关工作 Ma等人 [120]给出了一般MCMC动力学系统的完备表示形式。它们的形
式可以保证目标分布不变这个原则，但MCMC动力学系统在非稳态时（即未处在
目标分布时）的表现则未能给出。最近的一些使用福克-普朗克方程（Fokker-Planck
equation）来尝试对更加广泛类型的动力学系统进行分析的工作 [198-199]仍然没有脱

离梯度流的形式，因此这些推广仍然不足以包含一般的MCMC动力学系统。
在将 MCMC方法与 ParVI方法建立联系方面，Chen等人 [56] 探索了 LD和沃

瑟斯坦梯度流之间的对应关系，并为这个共同的动力学系统的模拟开发了一些新

的实现方法。然而，它们的考量仍然局限在 LD这个特定的动力学系统上，而没有
触及更一般的 MCMC动力学系统。Gallego等人 [200] 将 SVGD的算法表示成了一
个特定的 MCMC动力学系统，但并没有考虑现有的 MCMC动力学系统在 ParVI
视角下的联系。最近，Taghvaei等人 [57] 推导出了一个加速版本的 ParVI方法并且
最终算法与本章所推导的 SGHMC的其中一种 ParVI形式很类似（仍然有区别）。
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需要说明的是，他们的推导并没有利用MCMC动力学系统的概念，并且最终得到
的算法只是形式上与 SGHMC 类似，而本章所推导出来的 SGHMC 的两种 ParVI
形式是由所提理论框架所保证的，并且通过这个框架可以清楚地看出所得方法与

SGHMC的直接联系。另外，通过所提理论框架，这个做法可以用于更多的MCMC
动力学系统上。

6.2 背景知识

为给 MCMC 动力学系统建立沃瑟斯坦空间上的流的观念，这里首先关注
两种特殊的流，即梯度流与哈密顿流。其中流形上的梯度流概念已在 2.1.1.3 节
和 2.1.2.2 节介绍，因此不加赘述。沃瑟斯坦空间及其上的梯度流已分别在上一
章 5.2.1节和 5.2.2节介绍，但本章中需要考虑更多概念，因此将对沃瑟斯坦空间
及其上梯度流进行简单回顾，并介绍更多所需概念。哈密顿流则是一个新的概念。

本节将介绍一般情况下的哈密顿流以及沃瑟斯坦空间上的哈密顿流。

参考 2.2节，可知一般MCMC动力学系统可在欧氏空间 Rm 上表达，因此本

章只考虑与 Rm全局微分同胚（globally diffeomorphic）的流形M 就足够了，而这

个欧氏空间 Rm就是流形M 的一个全局坐标系。本章假设所考虑的分布都是绝对

连续（absolutely continuous）的（关于欧氏空间上的勒贝格测度或黎曼流形上的黎
曼体积形式），从而可以使用其密度函数（关于各自空间上的默认测度）来表示。

6.2.1 沃瑟斯坦空间及其上的梯度流

对于黎曼流形 (M , g)的沃瑟斯坦空间P2(M )，它也有一个黎曼结构 [52-54]。沃

瑟斯坦空间在分布 q ∈P2(M )处的切空间可表示为（可参见 Villani的著作 [53] 定

理 13.8或 Ambrosio等人的著作 [54]定理 8.3.1及定义 8.4.1）：

TqP2(M ) = {grad f | f ∈ C∞
c (M )}

L 2
q (M )

,

其中 C∞
c (M ) 表示流形 M 上具有紧致支撑集的光滑函数的集合，L 2

q (M ) 是

如下希尔伯特空间 {V ∈ T (M ) | Eq[g(V, V )] < ∞} 带有内积 ⟨V, U⟩L 2
q

:=

Eq(x)[gx(V (x), U(x))]，而上划线表示取闭包（closure）操作。切空间 TqP2 可从

L 2
q (M )继承一个内积，这个内积便定义了P2(M )的一个黎曼结构，且这个黎曼

结构是与沃瑟斯坦距离相容的，即它所引出的黎曼距离刚好就是沃瑟斯坦距离 [175]。

有了这个结构，沃瑟斯坦空间P2(M )上的KL散度KLp(q) :=

∫
M

log(q/p) dq, ∀q ∈

P2(M ) 的梯度便可以显式给出（可参见 Villani 的著作 [53] 公式 15.2 以及定
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理 23.18）：

grad KLp(q) = grad log(q/p) ∈ TqP2(M ). (6-1)

注意到 TqP2(M )是希尔伯特空间L 2
q (M )的线性子空间，因此可以唯一地定义一

个正交投影（orthogonal projection）πq : L 2
q (M )→ TqP2。对于任意 V ∈ L 2

q (M )，

投影后的向量场 πq(V )都是在切空间 TqP2 中唯一满足 div(qV ) = div(qπq(V ))成

立的向量场（可参见 Ambrosio等人的著作 [54] 引理 8.4.2），其中 div表示流形M

上向量场的散度。若记 q 为对应分布在坐标空间 Rm 上关于勒贝格测度的密度函

数，则向量场 V 的散度可在坐标空间中表示为：div(qV ) = ∂i(qV
i)。这个投影也

具有一个物理上的直观解释。令 V ∈ L 2
q (M )是流形M 上的一个向量场，并令它

所对应的流作用在分布 q的随机变量 x上。变换之后的随机变量 Ft(x)对应着一个

分布 qt，因而由向量场 V 可以引出一条分布曲线 (qt)t。而这样的曲线 (qt)t在分布

q处的切向量正好就是 πq(V )。

6.2.2 一般流形及沃瑟斯坦空间上的哈密顿流

哈密顿流（Hamiltonian flow）是对经典力学（classical mechanics）中哈密顿动
力学系统（Hamiltonian dynamics）的抽象和推广 [142]。它是由流形M 上的一个泊

松结构（Poisson structure）（可参见 [201]）所定义的。泊松结构可通过泊松括号
（Poisson bracket）{·, ·} : C∞(M ) × C∞(M ) → C∞(M )来表示，即一个满足莱布

尼兹法则（Leibniz rule）的 C∞(M )上的李括号（Lie bracket），也可以等价地通过
一个二重向量场（bivector field）χ : T ∗M × T ∗M → C∞(M )来表示，两者之间的

对应关系为 χ(df, dh) = {f, h},∀f, h ∈ C∞(M )。将二重向量场在坐标空间中表达，

有 χx(df(x), dh(x)) = χij(x)∂if(x)∂jh(x)，其中矩阵 (χij(x))要求是反对称的，并

且满足雅可比恒等式（Jacobi identity）：

χil∂lχ
jk + χjl∂lχ

ki + χkl∂lχ
ij = 0,∀i, j, k. (6-2)

由流形 M 上的一个泊松结构可以引出其上一光滑函数 f 的哈密顿向量场

（Hamiltonian vector field）：Vf [·] := {·, f}（此处将切向量看作在函数上的算符）。
其坐标表达式为：

Vf (x) = χij(x)∂jf(x)∂i ∈ TxM . (6-3)

哈密顿向量场 Vf 所引出的流即为哈密顿流 {(Ft(x))t}。光滑函数 f 也被称作哈密

顿流 Vf 的哈密顿量（Hamiltonian）。哈密顿流最重要的性质是它可保持哈密顿量
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f 守恒：f(Ft(x)) 关于 t 是一个常量。哈密顿流的概念可能在辛流形（symplectic
manifold）的设定下，或者更加具体地，在流形的切丛的设定下更为人所知（可参
见 Da Silva的著作 [202]或Marsden等人的著作 [142]）。但是这些概念都没有此处所考

虑的泊松流形那么广泛（例如，辛流形和切丛都一定是偶数维的），因而不能满足

本章解释一般MCMC动力学系统这个任务的要求。
对于沃瑟斯坦空间 P2(M )，流形M 的泊松结构 {·, ·}M 也可以为它引出一

个泊松结构。考虑沃瑟斯坦空间P2(M )上的线性函数 Ff : q 7→ Eq[f ]其中 f ∈
C∞

c (M )。可为这些线性函数定义一个泊松括号为（可参见 Lott的著作 [183]第 6节，
或者 Gangbo等人的著作 [203] 7.2节）：

{Ff ,Fh}P2(M ) := F{f,h}M
. (6-4)

这个泊松括号可以通过线性化的概念推广至沃瑟斯坦空间上的任一光滑函数 F。
函数 F 在分布 q处的线性化定义为一个在 q处与 F 具有相同梯度的线性函数 Ff：

gradFf (q) = gradF(q)。进而泊松括号可以拓展为 {F ,H}P2(q) := {Ff ,Fh}P2(q)

（Gangbo等人的著作 [203]注释 7.8），其中 Ff 和 Fh分别是光滑函数 F 和H在 q处

的线性化。由此泊松结构可在沃瑟斯坦空间P2(M )上定义函数 F 的哈密顿向量
场（Gangbo等人的著作 [203] 7.2节）为：

VF (q) = VFf
(q) = πq(Vf ) ∈ TqP2(M ). (6-5)

关于沃瑟斯坦空间上的泊松结构这个方向上的研究，Ambrosio等人 [204] 研究

了 P2(M ) 上哈密顿流的存在性和模拟方法，其中M 是一个辛欧氏空间，并在

一些特定条件下验证了哈密顿量守恒的性质。Gangbo 等人 [203] 研究了函数空间

C∞
c (M )的代数对偶空间（algebraic dual）(C∞

c (M ))∗ 上的泊松结构。这个空间是

能够包含沃瑟斯坦空间P2(M )的。他们发现，由函数空间 C∞
c (M )的李代数结构

（Lie structure）所引出的 (C∞
c (M ))∗上的泊松结构与式 (6-4)是一致的。他们所考虑

的情况仍然是一个辛欧氏空间M，但他们的分析和推导过程以及结论都可以直接

用于一个黎曼-泊松流形上。Lott [183]考虑泊松流形M 上所有绝对连续的分布所构

成的空间上的泊松结构，并采取与式 (6-4)相同的形式。他发现，这个泊松结构正
是 Gangbo等人 [203]所考虑的 (C∞

c (M ))∗上的泊松结构在上述分布流形上的限制。

6.3 MCMC动力学系统作为沃瑟斯坦空间上的流的解释

此部分将展示本章工作的主要发现，即一般MCMC动力学系统与沃瑟斯坦空
间P2(M )上的特定流的联系。下面将首先深入研究这两个概念并定义一些新的
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更广泛的概念作为建立这个联系的技术准备，然后提出统一的理论框架来正式地

描述这个联系，并对现有MCMC方法在此框架下进行分析。

6.3.1 技术发展和概念定义

本节首先来挖掘MCMC动力学系统及沃瑟斯坦空间上的流的相关知识，并引
出一些新的概念。

在MCMC动力学系统方面 一般 MCMC动力学系统可由 2.2节中所介绍的完备
表示形式（式 (2-2)）描述为欧氏空间Rm中的一个扩散过程。注意到沃瑟斯坦空间

P2(M )上的流都是确定性的过程，而MCMC方法则会涉及随机扩散的过程。因
此这里将首先将MCMC动力学系统重新表示为一个等价的确定性动力学系统，以
方便统一框架的建立。此处所说两个动力学系统是等价的（equivalent），如果它们
产生相同的分布曲线。

引理 6.1 (等价的确定性MCMC动力学系统)： 假设式 (2-2)所表达的MCMC动力
学系统具有对称的扩散矩阵D。则这个MCMC动力学系统等价于下面的 Rm中的

确定性动力学系统：

dx = Wt(x) dt,

(Wt)
i = Dij∂j log(p/qt) +Qij∂j log p+ ∂jQ

ij,
(6-6)

其中 qt是 t时刻 x的分布的密度函数。

证明 给定动力学系统 (2-2)，它所产生的分布曲线 (qt)t 可由福克-普朗克方程
（Fokker-Planck equation）（可参见 [177]）给出：

∂tqt = −∂i(qtH i) + ∂i∂j(qtD
ij).

此式可进一步化简：

∂tqt = − (∂iqt)H
i − qt(∂iH i) + qt(∂i∂jD

ij) + (∂i∂jqt)D
ij + (∂iqt)(∂jD

ij) + (∂jqt)(∂iD
ij)

= − (∂iqt)(∂jD
ij + ∂jQ

ij)− (∂iqt)(D
ij +Qij)

∂jp

p
− qt∂i∂j(Dij +Qij)

− qt(∂iDij + ∂iQ
ij)
∂jp

p
− qt(Dij +Qij)(

∂i∂jp

p
− (∂ip)(∂jp)

p2
)

+ qt(∂i∂jD
ij) + (∂i∂jqt)D

ij + (∂iqt)(∂jD
ij) + (∂jqt)(∂iD

ij)

= (∂iqt −
qt
p
∂ip)(∂jD

ij − ∂jQij)− 1

p
(∂iqt)(∂jp)(D

ij +Qij)
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− qt
p
(∂i∂jp)D

ij +
qt
p2
(∂ip)(∂jp)D

ij + (∂i∂jqt)D
ij,

其中最后一个等式利用了扩散矩阵 D 的对称性以及卷曲矩阵 Q 的反对称性：

(∂jp)(∂iD
ij) = (∂ip)(∂jD

ji) = (∂ip)(∂jD
ij)，类似地，(∂jp)(∂iQ

ij) = −(∂ip)(∂jQij)；

∂i∂jQ
ij = ∂j∂iQ

ji = −∂i∂jQij 所以 ∂i∂jQ
ij = 0，类似地，(∂ip)(∂jp)Q

ij = 0，

(∂i∂jp)Q
ij = 0。

引理中所给出的确定性动力学系统 dx = Wt(x) dt（其中 Wt(x)由式 (6-6)定
义）所给出的分布曲线为：

∂tqt = − ∂i(qt(Wt)
i) = −(∂iqt)(Wt)

i − qt(∂i(Wt)
i)

= − (∂iqt)D
ij(
∂jp

p
− ∂jqt

qt
)− (∂iqt)Q

ij(
∂jp

p
)− (∂iqt)(∂jQ

ij)

− qt(∂iDij)(
∂jp

p
− ∂jqt

qt
)− qtDij

(
∂i∂jp

p
− (∂jp)(∂ip)

p2
− ∂i∂jqt

qt
+

(∂jqt)(∂iqt)

q2t

)
− qt(∂iQij)

∂jp

p
− qtQij(

∂i∂jp

p
− (∂jp)(∂ip)

p2
)− qt(∂i∂jQij)

= (∂iqt −
qt
p
∂ip)(∂jD

ij − ∂jQij)− 1

p
(∂iqt)(∂jp)(D

ij +Qij)

− qt
p
(∂i∂jp)D

ij +
qt
p2
(∂ip)(∂jp)D

ij + (∂i∂jqt)D
ij,

其中最后一个等式也使用了上面提到的性质。由此可见，这两个动力学系统会产

生同样的分布曲线，因此它们是等价的。 □

对于任意分布 q ∈ P2(Rm)，投影后的向量场 πq(W )是 q 处的一个切向量，因此

W 可定义一个P2(Rm)上的向量场，而它可以引出沃瑟斯坦空间上的一个流。这

种方式给出了MCMC动力学系统作为沃瑟斯坦空间上的流的第一个视角。但这个
形式仍然无法为此动力学系统的行为给出一个明晰的解释。为此，本章将会在定

理 6.1中给出另外一个等价的沃瑟斯坦空间上的流，它的鲜明结构可以给 MCMC
动力学系统一个直观的理解。

此外，引理 6.1 在理解 MCMC 动力学系统的巴伯生成器（Barbour’s genera-
tor） [205] B 方面也有其独立的价值。这个生成器的重要性在于，由于它具有性质
Ep[Bf ] = 0，因此它可被用于通过斯坦因方法（Stein’s method） [206] 构造分布度

量中，进而可以开发 ParVI方法。例如，标准的郎之万动力学系统所引出的巴伯
生成器刚好就是斯坦因算符（Stein’s operator），而这个算符进而可以产生一个
称为斯坦因差异量（Stein discrepancy） [207] 的分布度量，而这个度量最终启发了

SVGD 这个 ParVI 方法的产生。具体地，对于一个 MCMC 动力学系统，巴伯生
成器将一个函数 f ∈ C∞

c (Rm) 映射为另一个函数：(Bf)(x) :=
d
dt
Eqt [f ]

∣∣
t=0
，其

128



第 6章 作为沃瑟斯坦空间上的流的MCMC动力学系统

中 (qt)t 是在此 MCMC 动力学系统下演化的分布曲线，并服从初始条件 q0 = δx

（狄拉克度量）。以沃瑟斯坦空间 P2(Rm) 上的线性函数 Ff 来表示，可以发现

(Bf)(x) = d
dt
Ff (qt)

∣∣
t=0

= ⟨gradFf , πq0(W0)⟩Tq0P2
正是 Ff 在 q0处沿着曲线 (qt)t的

方向导数（directional derivative）。参见如下推导，这个发现可得到如下表达式：

Bf =
1

p
∂j
[
p
(
Dij +Qij

)
(∂if)

]
. (6-7)

这与已有结果（例如 Gorham等人的著作 [208]定理 2）是吻合的。

推导 巴伯生成器可被看作方向导数 (Bf)(x) =
d
dt
Ff (qt)

∣∣∣
q0=δx
t=0

on P2(Rm)。

由梯度的定义，这个表达式可以写为：(Bf)(x) = ⟨gradFf , πq0(W0)⟩Tq0P2
=

⟨gradFf ,W0⟩L 2
q0

，其中 πq0(W0)是分布曲线 (qt)t在时刻 0处的切向量（由引理 6.1），
而最后一个等式成立是由于 πq 是从 L 2

q 到 TqP2 的正交投影，以及 gradFf ∈
Tq0P2（参见 6.2.1节）。
在继续推导之前，首先介绍一个分布的弱导数（weak derivative）的概念（可

参见 Nicolaescu的著作 [132] 定义 10.2.1）。对于一个有光滑密度函数 q 的绝对连续

分布，对于任意 f ∈ C∞
c (Rm)，由分部积分（integration by parts）的规则可以写出：∫

Rm

f(x)(∂iq(x)) dx =

∫
Rm

∂i(f(x)q(x)) dx−
∫
Rm

(∂if(x))q(x) dx.

而由高斯定理（Gauss’s theorem）（可参见Abraham等人的著作 [131]定理 8.2.9），可得
结论

∫
Rm

∂i(f(x)q(x)) dx = lim
R→+∞

∫
Sm−1(R)

(f(y)q(y))vi(y) dy，其中 Sm−1(R)是 Rm

中半径为R的m−1维超球面，y ∈ Sm−1(R)，而 vi则是超球面 Sm−1(R)上的单位法

向量 v（指向球外部）的第 i个分量。由于 f 具有紧致的支撑集，且 lim
∥x∥→+∞

q(x) = 0，

因此选定一个足够大的半径 R之后，可以得到 f(y)q(y) = 0。这使得上面的积分

等于零，因此有：∫
Rm

f(x)(∂iq(x)) dx = −
∫
Rm

(∂if(x))q(x) dx, ∀f ∈ C∞
c (Rm).

这一性质可以直接用来定义一种微分 ∂iq，从而对于非绝对连续的分布也可以定义

其微分，例如对狄拉克测度 δx0：∫
Rm

f(x)(∂iδx0(x)) dx :=

∫
Rm

(∂if(x))δx0(x) dx = ∂if(x0).

这种导数的定义方式即为弱导数。
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现在继续进行推导。利用式 (6-6)中的形式并注意到 q0 = δx0，可有结论：

(Bf)(x0) = ⟨gradFf ,W0⟩L 2
q0

= Eq0(x)[⟨grad f(x),W0(x)⟩Rm ] = Eq0 [(∂if)W
i
0]

= Eq0

[
Dij(∂if)

(
∂j log(p/q0)

)
+Qij(∂if)(∂j log p) + (∂jQ

ij)(∂if)
]

=
[
Dij(∂if)(∂j log p)

]
(x0)−

∫
Rm

(
Dij(∂if)

)
(x)(∂jq0)(x) dx

+
[
Qij(∂if)(∂j log p) + (∂jQ

ij)(∂if)
]
(x0)

=

[
Dij(∂if)(∂j log p) +

1

p
∂j(pQ

ij)(∂if)

]
(x0) +

∫
Rm

∂j
(
Dij(∂if)

)
(x)q0(x) dx

=

[
Dij(∂if)(∂j log p) +

1

p
∂j(pQ

ij)(∂if)

]
(x0) +

[
∂j
(
Dij(∂if)

)]
(x0)

=

[
Dij(∂if)(∂j log p) +

1

p
∂j(pQ

ij)(∂if) + (∂jD
ij)(∂if) +Dij(∂i∂jf)

]
(x0)

=

[
1

p
∂j
(
p(Dij +Qij)

)
(∂if) +Dij(∂i∂jf)

]
(x0)

=

[
1

p
∂j
(
p(Dij +Qij)

)
(∂if) + (Dij +Qij)(∂i∂jf)

]
(x0)

=

[
1

p
∂j
[
p
(
Dij +Qij

)
(∂if)

]]
(x0),

其中倒数第二个等式成立是由于 Qij(∂i∂jf) = 0（因为 Q是反对称的）。这样便可

得到式 (6-7)。
（推导毕）

在沃瑟斯坦空间上的流的方面 在从沃瑟斯坦空间上找到一个具有直观结构的流

来解释一般MCMC动力学系统之前，本节先深入挖掘一下沃瑟斯坦空间P2(M )

上的流，其中M 同时具有一个黎曼结构和一个泊松结构①。KL散度 KLp 的梯度

已经由式 (6-1)给出，但由于其非线性性，它的哈密顿向量场却不易直接得到。本
节首先为它的哈密顿向量场推导出一个显式的表达。

引理 6.2 (KL散度在沃瑟斯坦空间P2(M )上的哈密顿向量场)： 令 χ 是流形 M

的泊松结构的二重向量场形式，并考虑由此泊松结构所引出的其沃瑟斯坦空间

P2(M ) 上的泊松结构（参见 6.2.2 节）。则 KL 散度在沃瑟斯坦空间 P2(M ) 上

① 本章不考虑黎曼结构与泊松结构之间的相容性（compatibility），因而本章所考虑的流形不同于 Kähler流
形，且比 Kähler流形更加广泛。
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的 KLp的哈密顿向量场为：

VKLp(q) = πq(Vlog(q/p)) = πq(χ
ij∂j log(q/p)∂i).

证明 注意到 KL散度 KLp(q) =

∫
M

log(q/p) dq 是沃瑟斯坦空间P2(M )上的非线

性函数，因此首先需要对它进行线性化。考虑沃瑟斯坦空间上一定点 q0 ∈P2(M )。

式 (6-1)给出了 KL散度在 q0 处的梯度：grad KLp(q0) = grad log(q0/p)。考虑沃瑟
斯坦空间P2(M )上的如下线性函数：

F : q 7→
∫

M

log(q0/p) dq. (6-8)

由已有知识（例如 Villani的著作 [53]例 15.10，Ambrosio等人的著作 [54]引理 10.4.1，
或 Santambrogio的著作 [209]式 4.10）可知，它在 q0处的梯度为：

(
gradF

)
(q0) = grad

(
δF
δq

∣∣∣∣
q=q0

)
,

其中
δF
δq
表示 F 的一阶函数变分（first-order functional variation）。对于式 (6-8)中

所给出的 F，这个变分在 q = q0 处等于 log(q0/p)。现在可以知道 gradF(q0) =

grad log(q0/p) = grad KLp(q0)，因此 F(q) 是 KLp(q) 在 q = q0 处的线性化，且

式 (6-5)中对应的 f ∈ C∞
c (M )为 log(q0/p)，因此

VKLp(q0) = πq0(Vlog(q0/p)).

参考式 (6-3)，可有结论 Vlog(q0/p) = χij∂j log(q0/p)∂i。最后，由 q0的一般性，便可

写出引理中的结果。 □

注意其中的投影算符 πq 只是为了给出一个沃瑟斯坦空间上合法的向量场，它并不

会对动力学系统带来差别，因为 V 和 πq(V )会在 q处产生相同的分布曲线，即它

们是局部等价的。

接下来，为了能使所提理论框架可以涵盖一般的MCMC动力学系统，本章引
入一个新的概念，称作纤维黎曼流形（fiber-Riemannian manifold），并在其上定义
相关的概念。这个概念是黎曼流形的一个推广，它解除了黎曼流形对其黎曼结构

非退化（non-degenerate）的要求。

定义 6.1 (纤维黎曼流形)： 称一个流形M 是一个纤维黎曼流形（fiber-Riemannian
manifold），如果它是一个纤维丛（fiber bundle）且其每一个纤维空间（fiber）上都
定义有一个黎曼结构。
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图 6.1 纤维黎曼流形 (M , g̃) (m1 = m2 = 1)及其上的纤维梯度（绿色箭头）的图示

相关概念的图示由图 6.1给出。大致来讲，m维流形M（其中m = m1 +m2）是

一个纤维丛意味着存在一个 m1 维流形 M0（基空间，base space）和一个 m2 维

流形 F（公共纤维空间，common fiber）使得M 局部等价于乘积流形M0 × F

（可参见 Nicolaescu 的著作 [132] 定义 2.1.21）。记向基空间的投影 M → M0 为

ϖ。此投影是满射，因而可以定义通过点 x ∈M 的纤维空间为M 的一个子流形

Mϖ(x) := ϖ−1(ϖ(x))。由定义，对于任意 x，所对应的纤维空间Mϖ(x) 都微分同

胚于F。流形M 的坐标系也可由此结构分解：x = (y, z)其中 y ∈ Rm1 是基空间

M0 的坐标系，而 z ∈ Rm2 是纤维空间Mϖ(x) = My 的坐标系。在同一纤维空间

My 中的点的坐标具有相同的 y的部分。另外，本章也允许 m1 或 m2 其中之一等

于零的情况发生。

一个纤维黎曼流形M 会为其每个纤维空间My 定义一个黎曼结构 gMy。在纤

维空间的坐标系中，这个黎曼结构可表示为矩阵
(
(gMy)ij(z)

)
m2×m2

。考虑M 上的光

滑函数 f。对于任一纤维空间My，它可看作其上的函数，并可写作 f(x) = f(y, z)，

其中 y是定值，而 z是My 上的点（或坐标）。利用My 的黎曼结构可在其上定义

f(y, z)关于 z 的梯度，并可在其坐标系中表示为 (gMy)
ij(z)∂zjf(y, z)。考虑M 上

所有的纤维空间，将函数 f 在各纤维空间上的梯度取并集，可以得到整个流形M

上的一个向量场，坐标表示为
(
0m, (gMϖ(x)

)ij(z)∂zjf(ϖ(x), z)
)
。此向量场被称为光

滑函数 f 在纤维黎曼流形M 上的纤维梯度（fiber-gradient）gradfib f。为将纤维梯

度表示为与梯度类似的形式，定义纤维黎曼结构（fiber-Riemannian structure）g̃为：

(
g̃ij(x)

)
m×m

=

0m1×m1 0m1×m2

0m2×m1

(
(gMϖ(x)

)ij(z)
)
m2×m2

 . (6-9)
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利用此定义，纤维梯度的坐标表示可以写为：

gradfib f(x) = g̃ij(x)∂jf(x)∂i.

注意其中 (g̃ij)通常（m1 ⩾ 1）是一个奇异矩阵，而黎曼结构 g的坐标表示 (gij)或

(gij)一定是非奇异的（参见 2.1.2.1节），因而无法通过它来定义一个黎曼结构 g，

使得 (M , g̃)不是一个黎曼流形。另外，纤维梯度在 x处的值 gradfib f(x)是纤维空

间Mϖ(x) 上的切向量，因而它与纤维空间相切，而其产生的流也只会将点在各自

的纤维空间内移动。

由于纤维黎曼流形 M 的沃瑟斯坦空间 P2(M ) 难以分解出纤

维黎曼结构，下面转而考虑所有条件分布所构成的空间：P̃2(M ) :=

{ q(z|y) ∈P2(My) | y ∈M0 }。由此定义可知，此分布空间可以局部分解为
乘积空间M0 ×P2(Mϖ(x))。由于纤维空间Mϖ(x) 具有黎曼结构，因此其沃瑟斯

坦空间 P2(Mϖ(x)) 也有一个黎曼结构（参见 6.2.1 节），而此沃瑟斯坦空间正是
P̃2(M )的纤维空间，因此 P̃2(M )是一个纤维黎曼流形。在纤维空间P2(My)上，

参见式 (6-1)，可以写出条件分布的 KL散度 KLp(·|y) 的梯度在 q(·|y) ∈ P2(Mϖ(x))

处的表达式：作为 M 上的向量场
(
0m, (gMy)

ij∂zj log
q(·|y)
p(·|y)

)
。因此分布空间

P̃2(M )上的 KL散度 KLp(x)的纤维梯度在 q处的表达式为：

(
gradfib KLp

)
(q)(x) = g̃ij(x)∂j log

q(z|y)
p(z|y)

= g̃ij(x)∂j log
(
q(x)/p(x)

)
,

其中最后一个等式成立是因为在与 (g̃ij)相乘后，只有关于变量 z的偏导数才能起

到作用，而 ∂zj log q(y, z) = ∂zj log q(z|y)。在经 π投影后，gradfib KLp 便可成为整

个纤维黎曼流形M 的沃瑟斯坦空间P2(M )上的一个向量场。注意到沃瑟斯坦空

间P2(M )可局部等价地表示为P2(M0)× P̃2(M )，而 P̃2(M )不是一个黎曼流

形，因而难以直接在P2(M )上得到 KL散度的纤维梯度。

6.3.2 统一的理论框架

本节首先为 MCMC 动力学系统引入一个常规性假设（regularity assumption）
以便更准确地描述理论框架。这个假设几乎所有现有MCMC方法都满足，并会在
本节最后进一步讨论放松此假设。

假设 6.1 (常规MCMC动力学系统)： 一个 MCMC 动力学系统被称为是常规的
（regular），如果它在式 (2-2) 的表示形式中的矩阵 (D,Q) 还满足：(a) 扩散矩阵

D = C 或 D = 0或 D =

0 0

0 C

，其中 C(x)处处对称正定；(b)卷曲矩阵 Q(x)
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图 6.2 所提统一理论框架（定理 6.1）的图示：一个常规MCMC动力学系统等价于一个
fRP流形M 的沃瑟斯坦空间P2(M )上的 fGH流 UKLp。在分布 qt 处的纤维梯度和哈密
顿向量场作为流形M 上的向量场分别以绿色实箭头和红色虚箭头表示。

处处满足式 (6-2)。

下面的定理正式叙述了所提的统一的理论框架。图 6.2给出了此定理的图示。

定理 6.1 (统一理论框架：常规MCMC动力学系统与P2(M )上 fGH流的等价性)：
称 (M , g̃, χ)是一个纤维黎曼-泊松（fiber-Riemannian Poisson, fRP）流形，并定义
其沃瑟斯坦空间P2(M )上的纤维梯度哈密顿（fiber-gradient Hamiltonian, fGH）流
为：

UKLp :=− π(gradfib KLp)− VKLp ,

UKLp(q) =πq
(
(g̃ij + χij)∂j log(p/q)∂i

)
.

(6-10)

则有如下结论：(a)任一 Rm 上的以分布 p为平稳分布的常规 MCMC动力学系统
等价于一个特定 fRP流形M 的沃瑟斯坦空间P2(M )上的 fGH流 UKLp；(b)反过
来，对于任一 fRP流形M，其沃瑟斯坦空间P2(M )上的 fGH流 UKLp 等价于M

的坐标空间中的一个以 p为平稳分布的 MCMC动力学系统；(c)进一步，在上述
两种情况下，fRP流形M 的纤维黎曼结构 g̃和泊松结构 χ的坐标表示分别等于常

规MCMC动力学系统的扩散矩阵 D和卷曲矩阵 Q。

证明 对于一固定的分布 q ∈ P2(M )，流形M 上的两个（确定性）动力学系统

将会产生同样的分布曲线，如果它们在 ϖ的投影下给出切空间 TqP2(M )中相同
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的切向量。所以证明 πq(W ) = UKLp(q)便足以说明定理中的两个动力学系统等价，

其中 W 是引理 6.1所给出的等价确定性 MCMC动力学系统。这进一步等价于证
明 πq(W − UKLp(q)) = 0L 2

q
，再使用投影 ϖ 的定义可得：div

(
q(W − UKLp(q))

)
=

div(q0L 2
q
) = 0（参见 6.2.1节）。

首先考虑情况 (b)：给定一个 fRP流形 (M , g̃, χ)，可定义一个MCMC动力学
系统其扩散矩阵为 (g̃ij)而卷曲矩阵为 χij，即分别等于纤维黎曼结构和泊松结构

的坐标表示。这是一个常规MCMC动力学系统，因为假设 6.1可以由 (g̃ij)的性质

（参见式 (6-9)）及 (χij)的性质（参见 6.2.2节）所满足。由引理 6.1，其等价的确定
性动力学系统可由如下向量场给出：

W i = g̃ij∂j log(p/q) + χij∂j log p+ ∂jχ
ij.

因此，

div
(
q(W − UKLp(q))

)
= div

(
q
(
g̃ij∂j log(p/q) + χij∂j log p+ ∂jχ

ij − (g̃ij + χij)∂j log(p/q)
)
∂i

)
= div

(
q(∂jχ

ij + χij∂j log q)∂i
)
= div

(
(q∂jχ

ij + χij∂jq)∂i
)

= div
(
∂j(qχ

ij)∂i
)
= ∂i∂j(qχ

ij)

= 0,

其中最后一个等式成立是由于矩阵 (χij) 的反对称性。这表明，上面所构造的

MCMC动力学系统与 fRP流形M 上的纤维梯度哈密顿流（fGH流）UKLp 等价。

对于情况 (a)，给定任一常规MCMC动力学系统，其矩阵表示 (D,Q)满足假

设 6.1，因而可以定义一个 fRP流形 (M , g̃, χ)，其结构可通过在坐标空间中的表示

来确定：g̃ij := Dij , χij := Qij。假设 6.1可保证这样的 g̃ 是一个正确的纤维黎曼

结构，而 χ是一个正确的泊松结构。在这个构造出的流形上，可以重复上述过程，

得到它上面的 fGH流 UKLp，以及与之等价的常规 MCMC动力学系统。这个常规
MCMC动力学系统的等价确定性动力学系统可表达为如下向量场：

W i = Dij∂j log(p/q) +Qij∂j log p+ ∂jQ
ij.

它与原来所给的常规MCMC动力学系统的等价确定性动力学系统是一样的。这表
明，原来所给的常规MCMC动力学系统与所构造的 fRP流形上的 fGH流 UKLp 是

等价的。

最后，由上述两种情况下的构造和分析可给出陈述 (c)。 □
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定理中所给出的形式将常规 MCMC 动力学系统与沃瑟斯坦空间上的流统一
了起来，并为一般 MCMC动力学系统的行为给出了一个直接的解释。MCMC方
法最基本的要求，即目标分布 p 是平稳分布，在所提框架中变得十分显然，因

为 UKLp(p) = 0。哈密顿流 −VKLp 保持 KLp（与分布 p 的差异）守恒，并可同时

鼓励粒子在样本空间中探索更广阔的区域，从而可以加速收敛并降低样本自相关

性 [139]。纤维梯度流− gradfib KLp则在每一个纤维空间Mϖ(x)中最小化 KLp(·|y)（其

中 y = ϖ(x)），驱使 qt(·|y)靠近 p(·|y)从而促使动力学系统收敛。下面将讨论这个
一般的行为在各具体情况下的分析。

6.3.3 统一框架下现有 MCMC方法的分析

本节将在所提统一框架下为现有的MCMC方法做一个具体的分析。由扩散矩
阵 D 的性质，这些 MCMC方法可以分为三类。每一类都对应着 fRP流形的一个
特定纤维结构，因而对应的动力学系统会具有特定的行为。

类型 1: D是非奇异的（对应式 (6-9)中m1 = 0）

这种情况下，纤维结构所对应的基空间M0退化，而M 自己就是其唯一的纤维空

间，因此M 此时就是一个黎曼流形，其黎曼结构的坐标表示为 (gij) = D−1。条件

分布流形 P̃2(M )在此情况下就是M 的沃瑟斯坦空间P2(M )，因此纤维梯度流

就是P2(M )上的梯度流。此时 fGH流变为梯度哈密顿流：

UKLp = −π(grad KLp)− VKLp .

这意味着动力学系统的收敛性：哈密顿流 −VKLp 保持 KLp 守恒，而梯度流

− grad KLp则在P2(M )上最快地最小化 KLp，因此它们一起还是会单调地最小化

KLp，将分布曲线引向唯一的最小点 p。由于这个促使收敛的机制，这类动力学系

统的模拟过程是可以允许随机梯度带来的适度扰动的。这个平稳分布的唯一性也

与Ma等人 [120]所给的结论一致。

郎之万动力学系统（Langevin dynamics, LD）[58]属于这一类MCMC动力学系
统。它在实际中可使用基于整个数据集的准确梯度进行模拟 [59]，也可使用基于随

机子数据集的随机梯度（stochastic gradient, SG）进行模拟 [60]。它的卷曲矩阵Q = 0

在流形M 上定义了一个平凡的泊松结构，使得它的哈密顿流为零，因此它的 fGH
流中便只有梯度流。这使得人们能够对它的渐进与非渐进的收敛性质进行充分的

分析（例如 [106-107,195-197,210]）。它的黎曼流形版本 [127]将D选择为费舍尔信息

矩阵的逆，这样M 就成为了信息几何 [46] 中所考虑的分布流形。Patterson等人 [18]

进一步使用随机梯度对它进行模拟。
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类型 2: D = 0（对应式 (6-9)中m2 = 0）

这种情况下，纤维结构所对应的基空间M0 = M 而所有的纤维空间都是退化的。

其 fGH流 UKLp 只包含哈密顿流−VKLp。它可保持 KLp守恒并鼓励样本空间中的大

范围探索。注意到在此情况下，KL散度 KLp的减小并没有得到保证，因此在这类

MCMC动力学系统的模拟过程中需要很小心。特别地，这类 MCMC动力学系统
不可使用多条平行的链进行模拟，除非这些链一开始就是以目标分布 p进行的初

始化。因此，这类MCMC动力学系统不适合使用 ParVI形式进行模拟。动力学系
统中稳定性因素的缺失也解释了它们直接使用随机梯度进行模拟的问题，因为随

机梯度带来的扰动无法被控制。这个是对 HMC的已有讨论 [115-116] 向这类 MCMC
动力学系统的推广。

著名的哈密顿动力学系统（可参见Marsden等人的著作 [142]第 2章）是此类中
的代表，而HMC是基于对它进行模拟的采样方法。为从 ℓ维样本空间Z 上的目标

分布 p(Z)中采样，目标变量（通常即为贝叶斯模型隐变量）Z被增广为 x = (Z, r)，

其中向量 r ∈ Rℓ 被称作动量（momentum）。在所提框架下，这个做法相当于是
取 fRP 流形M 为流形 Z 的余切丛 T ∗Z，其标准泊松结构（可参见 Da Silva 的

著作 [202] 第 2 章）对应着 Q = (χij) =

0 −Iℓ
Iℓ 0

。另外，为定义增广之后的目
标分布 p(x) = p(Z)p(r|Z)，一个特定的条件分布 p(r|Z)（正式地说，一个特定的
disintegration [139]）也被指定。HMC可产生比 LD更加有效的样本，因为哈密顿流
可使样本走得更远从而降低自相关性 [139]。如前面所提，HMC的动力学系统并不
能保证收敛。但它可依赖其模拟过程的遍历性（ergodicity）来保证收敛 [98,104]。它

以一个很细致的方式进行模拟：它使用的跳蛙积分器（leap-frog integrator）是辛的
（symplectic）且是二阶的，并且动量 r也会不断地从 p(r|Z)中重新采样。

HMC考虑Z 为欧氏空间的情况，并选择 p(r|Z) = N (0,Σ)，而 Zhang等人的
工作 [102]则选取 p(r|Z)为多项伽马分布（monomial Gamma distribuiton）。Girolami
等人 [127] 考虑了 (Z , g) 是黎曼流形的情况，并选取 p(r|Z) 为 N

(
0, (gij(Z))

)
（可

看作余切空间 T ∗
ZZ 中的标准高斯分布）。Byrne 等人 [44] 通过考虑流形的嵌入空

间，将哈密顿动力学系统在没有全局坐标系的流形上进行模拟，而 Lan等人 [128]则

考虑动力学系统的拉格朗日形式（即将动量（momentum）即余切向量（cotangent
vector）替换为速度（velocity）即切向量（tangent vector））以得到更高效的模拟方
法。

类型 3: D ̸= 0且 D是奇异的（对应式 (6-9)中m1,m2 ⩾ 1）

这种情况下，基空间M0 和任一纤维空间Mϖ(x) 都是非退化的。fGH流中的纤维
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梯度流会在每一个纤维空间Mϖ(x) 中稳定对应的动力学系统，不过这对于随机梯

度MCMC方法来说已经足够了，因为随机梯度只会出现在它们的纤维空间中。
SGHMC [115] 是这类方法中的第一个实例。哈密顿动力学系统类似，它也选取

M = T ∗Z 并使用同样的卷曲矩阵Q，但它的扩散矩阵D2ℓ×2ℓ则取为假设 6.1中的
形式，其中 Cℓ×ℓ是一个常量。其逆矩阵 C−1为每一个纤维空间Mϖ(x)定义了一个

黎曼结构。在所提框架下，这个选择使得 fRP流形M 的纤维结构与纤维丛 T ∗Z

的一致：M0 = Z，My = T ∗
ZZ，且 x = (y, z) = (Z, r)。选定一个用于增广目标分

布的条件分布 p(r|Z)，再应用引理 6.1，可以得到 SGHMC的等价确定性动力学系
统（以矩阵形式表示）：

dZ
dt

= −∇r log p(r|Z),

dr
dt

= ∇Z log p(Z) +∇Z log p(r|Z) + C∇r log
p(r|Z)
q(r|Z)

.
(6-11)

可以注意到，这个动力学系统是在哈密顿动力学系统中加入了动力学系统
dr
dt

= C∇r log
p(r|Z)
q(r|Z)

，而这个被加入的动力学系统正是 P2(M ) 上的纤维梯度

流−(gradfib KLp)(q)，或者说是纤维空间 T ∗
ZZ 上的梯度流−(grad KLp(·|Z))(q(·|Z))。

它会将 q(·|Z)推向 p(·|Z)。当使用随机梯度时，Z ∈ Z 的动力学系统不受影响，而

在每个纤维空间 T ∗
ZZ 中，随机梯度会带来一个噪声，从而会对 q(·|Z)的演化造成

扰动。而纤维空间中的纤维梯度则可以为 q(·|Z)提供一个稳定的更新方向，从而
弥补随机噪声带来的扰动，使得动力学系统对随机梯度变得鲁棒。

这类方法中的另一个有名的例子是随机梯度诺泽-胡佛恒温器方法（stochastic
gradient Nosé-Hoover thermostats, SGNHT）[119]。它在增广变量 (Z, r)的基础上，继

续增广一个称为恒温器变量（thermostats）ξ ∈ R的标量，从而可以更好地平衡随
机梯度的噪声。在所提框架下来看，恒温器变量 ξ增广了基空间M0，而纤维空间

则与 SGHMC相同。
SGHMC和 SGNHT两方法都选择高斯条件分布 p(r|Z) = N (0,Σ−1)，而随机

梯度多项伽马恒温器方法（stochastic gradient monomial Gamma thermostats, SGMGT）
[118]将它选择为多项伽马分布，而Lu等人 [103]则根据一个相对论形式的能量函数选

择 p(r|Z)以更好地调节动量 r每一维的尺度。Ma等人 [120] 进一步考虑了 SGHMC
向黎曼流形 (Z , g)情况的拓展，而本文在第 3章中提出了 SGHMC和 SGNHT在黎
曼流形上的版本（其中 SGHMC的版本与Ma等人 [120]的拓展不同）并考虑在流形

的嵌入空间中模拟从而可适用于超球面这样的没有全局坐标系的流形。在本章的

框架下，这些处理是将 p(r|Z)选为N
(
0, (gij(Z))

)
，并在每个纤维空间My = T ∗

ZZ

中定义了黎曼结构
(√

(gij(Z))
⊤
C−1

√
(gij(Z))

)
ℓ×ℓ
。
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讨论 由于式 (2-2)、式 (6-6)及式 (6-10)这三个等价的动力学系统关于 D和 Q或

者 (g̃ij)和 (χij)都是线性的，因而MCMC动力学系统可以进行组合。由上面的分
析可知，SGHMC动力学系统可以看作余切丛 T ∗Z 上的哈密顿动力学系统与纤维

空间（即余切空间）T ∗
ZZ 上的 LD的组合。另外一个例子是，SGMGT方法的原

工作 [118] 中，作者也将属于类型 3 的 SGMGT 动力学系统与属于类型 1 的 LD 进
行组合，得到一个属于类型 1的新方法。由于类型 1的动力学系统是在整个流形
M 上最小化 KLp 而不再仅是在纤维空间上，因此组合后的类型 1 方法会比原本
的 SGMGT方法具有更好的收敛表现。这个判断与他们工作中所展示的实验结果
相符。

下面对假设 6.1 进行讨论。文中提到的所有 MCMC 动力学系统都满足假
设 6.1(a)，而除了与 SGNHT 相关的方法，其他的 MCMC 动力学系统也都满足
假设 6.1(b)。假设 6.1(b)存在例外，但可以注意到，由定理 6.1的推导过程可知，假
设 6.1(b)只是为了满足M（进而P2(M )）是一个泊松流形这个要求，而在推导过程

中则没有用到。哈密顿向量场的定义及其哈密顿量守恒这个关键性质也都可以不

依赖这个假设。所以，也许可以通过定义比泊松流形更加广泛的数学概念来解除假

设 6.1(b)，并建立必要的概念和性质从而将所提框架进一步推广。假设 6.1(a)也有望
解除，例如可通过将一般的半正定矩阵使用可逆坐标变换将其变换为假设 6.1(a)中
所要求的形式，即在另一个坐标系中来看，对应的 MCMC动力学系统是常规的。
这些更加深入的探索方向可作为本章工作的后续工作。

6.4 MCMC方法的 ParVI形式模拟

所提统一框架（定理 6.1）将一个MCMC动力学系统识别为一个 fRP流形M

的沃瑟斯坦空间P2(M )上的 fGH流，此流由式 (6-10)显式表达。引理 6.1则给
出了另一种等价的确定性动力学系统，可与 fGH流在P2(M )上产生相同的分布

曲线。这些发现可使一个MCMC方法通过借鉴 ParVI方法中使用有限多个粒子的
模拟方法来从沃瑟斯坦空间上的流的角度进行模拟，这便是 MCMC方法的 ParVI
形式模拟。ParVI方法和 MCMC方法的这种结合为 ParVI领域极大地拓展了可使
用的动力学系统，也为MCMC方法带来了 ParVI方法的好处，例如粒子高效性。
本节针对 SGHMC这个特定的动力学系统来开发它所对应的 ParVI形式的模

拟。SGHMC动力学系统选择条件分布 p(r|Z) = N (0,Σ)其中协方差矩阵 Σ是定

值，因而动量 r与变量 Z 在目标分布中是独立的，进而由引理 6.1所得的 SGHMC
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的确定性动力学系统式 (6-11)可写作：
dZ
dt

= Σ−1r,

dr
dt

= ∇Z log p(Z)− CΣ−1r − C∇r log q(r).
(6-12)

而统一框架（定理 6.1）则给出了另一个等价的动力学系统。SGHMC所对应的 fGH
流（式 (6-10)）为：

dZ
dt

= Σ−1r +∇r log q(r),

dr
dt

= ∇Z log p(Z)− CΣ−1r − C∇r log q(r)−∇Z log q(Z).
(6-13)

对这些基于流的动力学系统进行模拟的关键问题，是使用有限多个粒子的情况下，

密度函数 q是未知的。本文在上一章中，对 ParVI领域中的这个问题进行了深入分
析，并发现已有 ParVI方法都是通过一个平滑操作（smoothing）来使用有限多个粒
子来估计对数梯度 ∇ log q的，并且这个平滑操作可以通过平滑密度或者通过平滑
函数的方式实现。本节在此采用属于平滑密度操作的 Blob方法 [56]来实现 SGHMC
的 ParVI形式模拟。设 {r(i)}i为分布 q(r)的一组样本，而Kr是关于变量 r的一个

核函数（kernel）。则 Blob方法使用如下方法给出对∇r log q(r)的近似（可参见上
一章 5.2.3节）：

−∇r log q(r(i)) ≈ −
∑

k∇r(i)K
(i,k)
r∑

j K
(i,j)
r

−
∑
k

∇r(i)K
(i,k)
r∑

j K
(j,k)
r

,

其中 K(i,j)
r := Kr(r

(i), r(j))。对对数梯度 −∇Z log q(Z) 的近似可通过类似的方
式实现。注意到在 r(i) 处核函数的梯度 −∇r(i)K

(i,k)
r 会给出一个远离 r(k) 的方

向，因此这个估计有效地为粒子之间引入了一个排斥相互作用（repulsive inter-
action），这与 SVGD 原论文 [81] 中的讨论类似。另外，原初的 SGHMC 方法
可以通过将 −C∇r log q(r) dt 替换为 N (0, 2C dt) 来对动力学系统 (6-12) 进行随
机性的模拟，但是动力学系统 (6-13) 则没有对应的随机性模拟方法。直接将
∇r log q(r) 和 ∇Z log q(Z) 替换为对应变量上的随机噪声在此情况下是不合理的。
例如∇Z log q(Z)是用来更新变量 r的，因而为变量 Z 加入噪声是不起效果的，而

转而为变量 r加入噪声则对应的是∇r log q(r)所产生的更新，而不是∇Z log q(Z)。
最后，将 Blob方法对梯度 ∇ log q 的估计代入，可得 pSGHMC-det方法对粒子的
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更新方式为：

Z(i) ← Z(i) + εΣ−1r(i),

r(i) ← r(i) + ε∇Z log p(Z(i))

− εC
(
Σ−1r(i) +

∑
k∇r(i)K

(i,k)
r∑

j K
(i,j)
r

+
∑
k

∇r(i)K
(i,k)
r∑

j K
(j,k)
r

)
,

(6-14)

而 pSGHMC-fGH方法的更新方式为：

Z(i) ← Z(i) + ε
(
Σ−1r(i) +

∑
k∇r(i)K

(i,k)
r∑

j K
(i,j)
r

+
∑
k

∇r(i)K
(i,k)
r∑

j K
(j,k)
r

)
,

r(i) ← r(i) + ε∇Z log p(Z(i))

− ε
(∑

k∇Z(i)K
(i,k)
Z∑

j K
(i,j)
Z

+
∑
k

∇Z(i)K
(i,k)
Z∑

j K
(j,k)
Z

)
− εC

(
Σ−1r(i) +

∑
k∇r(i)K

(i,k)
r∑

j K
(i,j)
r

+
∑
k

∇r(i)K
(i,k)
r∑

j K
(j,k)
r

)
,

(6-15)

其中 ε是步长，KZ 是关于变量 Z 的核函数，并且 K
(i,j)
Z := KZ(Z

(i), Z(j))。

这两个 ParVI 形式的 SGHMC 动力学系统的模拟方法分别被称为 pSGHMC-
det（对应式 (6-12)或式 (6-14)）和 pSGHMC-fGH（对应式 (6-13)或式 (6-15)）（“p”
代表粒子（particle），“det”代表确定性的（deterministic），而 fGH代表 fGH流）。
与原初的 SGHMC相比，这两个所提方法都是通过确定性的方式进行模拟，并且
显式地出现了粒子之间的排斥相互作用，因而可以更快收敛并且具有粒子高效性。

另一方面，SGHMC动力学系统在向目标分布的收敛过程中可比 LD更加高效，所
以对应的 ParVI方法也会比已有的基于 LD的 ParVI方法（例如 SVGD和 Blob方
法）更加高效。读者可能会注意到，pSGHMC-det方法与直接将带有动量的随机梯
度下降方法（stochastic gradient descent with momentum, SGDM） [172] 应用于 Blob
所得方法十分类似，但需要强调的是，后者的推导过程没有理论保证，因为 Blob
方法是在沃瑟斯坦空间P2(M )上最小化 KL散度的，而不是在M 优化某个目标

函数的。此外，这两个 ParVI 方法也可以进一步受益于 ParVI 领域中的诸多先进
技术，例如上一章所得到的 ParVI 方法的加速框架（5.4 节），HE 带宽选择方法
（5.5节），以及可近似 −∇ log q的更多方法（例如上一章所提的 GFSD和 GFSF方
法，参见 5.3.3节）。
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图 6.3 各动力学系统的模拟结果。各行分别对应着 Blob，SGHMC，pSGHMC-det，和
pSGHMC-fGH方法，每行相邻两图相差 300轮迭代，而每行最后一图是 10,000轮迭代之
后的结果。

6.5 实验

以下各实验的代码可从网站“https://github.com/chang-ml-thu/FGH-flow”下载。

6.5.1 简单模拟实验

首先考察各动力学系统的模拟效果，以展示它们之间的等价性，以及所提

pSGHMC-det 和 pSGHMC-fGH 方法的优势。具体地，考虑二维欧氏空间上的目
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标分布 p(Z) = p(Z1, Z2)定义为

log p(Z1, Z2) = −0.01×
(
1

2
(Z2

1 + Z2
2) +

0.8

2
(25Z1 + Z2

2)
2

)
+ const.

这个分布是受Girolami等人的工作 [127]中所使用的实验设定的启发而设计的。针对

此目标分布，本实验考察Blob，SGHMC以及所提的 pSGHMC-det和 pSGHMC-fGH
方法使用 50个粒子对对应动力学系统进行模拟的过程。这 50个粒子由高斯分布
N
(
(−2,−7), 0.52I

)
来初始化。为公平比较，所有方法都采用相同的步长 ε = 0.01，

而 SGHMC相关方法（即 SGHMC，pSGHMC-det和 pSGHMC-fGH）都选择相同的
参数 Σ−1 = 1.0，C = 0.5。各 ParVI方法（即 Blob，pSGHMC-det和 pSGHMC-fGH）
使用上一章 5.5 节所提出的 HE 带宽选择方法。所有方法都使用准确梯度进行模
拟。图中展示的样本空间区域为 [−7, 3]× [−9, 9]。

图 6.3 中展示了各方法的模拟过程。首先可以看出，所有方法最终都产生了
依照目标分布而排列的粒子，这表明这些动力学系统是等价的，即它们都会使粒

子的分布收敛到目标分布上。对于 ParVI方法，所提的 pSGHMC-det（第 3行）和
pSGHMC-fGH两方法（第 4行）都比 Blob方法（第 1行）具有更快的收敛速度。这
展示了它们使用 SGHMC动力学系统胜于 LD的优势，其中 SGHMC所引入的动量
会在模拟过程中不断地在竖直方向积累从而加速粒子的演化过程。对于 SGHMC
动力学系统，可以发现所提的两个 ParVI形式的模拟方法（第 3，4行）收敛得比
其原初的随机模拟方式（第 2行）收敛得更快，这体现了确定性更新方法的优势。
另外，作为一个 ParVI方法，pSGHMC-fGH方法（第 4行）可明显受益于上一章
中所提出的 HE带宽选择方法，使得其所得粒子分布得十分整齐而规则，成为一组
更具有代表性的粒子。pSGHMC-det方法（第三行）则没有从 HE方法中受益太多，
因为原变量 Z 的粒子所代表的分布 q(Z)并没有直接在其动力学系统（式 (6-12)）
中使用。

6.5.2 隐式狄利克雷分配模型实验

本部分实验考虑以隐式狄利克雷分配模型（latent Dirichlet allocation, LDA）
在真实数据集上的后验推理任务考察所提 pSGHMC-det 和 pSGHMC-fGH 方法
的优势。本实验使用与 SGNHT 原工作 [119] 中相同的实验设定，亦即本文在上一

章 5.6.4节中所使用的设定。
所有方法的模拟中都使用基于在随机子数据集上使用坍缩吉布斯采样

（collapsed Gibbs sampling）进行估计的随机梯度。为公平比较，所有方法都采用
相同的步长 ε = 1 × 10−3，而 SGHMC相关的方法都选择相同的参数 Σ−1 = 300，
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图 6.4 隐式狄利克雷分配模型在 ICML数据集上的后验推理实验中所提 pSGHMC-det和
pSGHMC-fGH方法的表现。

C = 0.1。各 ParVI方法都使用上一章 5.5节中所提出的 HE带宽选择方法。为与
ParVI方法的模拟方式匹配，SGHMC同时平行地模拟多条链并取各链最后的样本
作为整个方法所得样本（与上一节 6.5.1中的情况相同）。
图 6.4 展示了实验结果，其中每条曲线是 10 次独立运行结果的平均。其中，

由图 6.4(a) 可以发现所提方法 pSGHMC-det 和 pSGHMC-fGH 显著地比 Blob 方
法收敛得更快，这得益于 SGHMC动力学系统的优势。各方法的粒子高效性则在
图 6.4(b) 中进行了比较，可发现所提方法 pSGHMC-det 和 pSGHMC-fGH 在各粒
子数目下基本上都可比原初随机模拟的 SGHMC方法取得更好的结果。这体现了
ParVI方法的粒子高效性，得益于它们直接考虑粒子间的相互作用从而可以充分发
挥一组固定数目的粒子的近似能力。

6.5.3 贝叶斯神经网络实验

本部分实验在贝叶斯神经网络（Bayesian neural networks）的后验推理这个有
监督的学习任务上考察所提方法。实验采用与 SGHMC原工作 [115] 中相同的设定。

数据集选为标准的MNIST数据集。所考虑网络结构为三层全链接（fully connected）
前馈（feedforward）神经网络，各层隐节点数（或称神经元数）为 784-100-10。激活
函数（activation function）选为 sigmoid函数。所有方法都使用随机梯度进行模拟，
对应的随机子数据集大小为 500。SGHMC相关的方法（即 SGHMC，pSGHMC-det
和 pSGHMC-fGH）使用同样的步长 ε = 5 × 10−5 和参数 Σ−1 = 1.0，C = 1.0，而

Blob方法使用步长 ε = 5× 10−8（更大的步长会导致结果发散）。
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图 6.5 贝叶斯神经网络在 MNIST 数据集上的后验推理任务中所提 pSGHMC-det 和
pSGHMC-fGH方法的表现。

图 6.5 展示了实验结果，其中每条曲线是 10 次独立运行结果的平均。其中，
图 6.5(a)再次印证了所期望的效果：基于 SGHMC动力学系统的 pSGHMC-det和
pSGHMC-fGH方法比基于 LD的 Blob方法收敛得更快。而图 6.5(b)所展示的优势
虽然不明显，但也能看出所提 pSGHMC-det和 pSGHMC-fGH方法的粒子高效性。

6.6 本章小结与讨论

本章建立了一个将一般 MCMC 动力学系统与沃瑟斯坦空间上的流联系起来
的理论框架。通过引入新的概念，本章工作发现常规的 MCMC 动力学系统对应
着 fRP 流形的沃瑟斯坦空间上的 fGH 流。其中 fGH 流的性质为一般 MCMC 动
力学系统的行为给出了一个明晰的理解，而这个与沃瑟斯坦空间上的流的联系也

使 ParVI形式的MCMC动力学系统的模拟成为可能。本章在所提框架下对各现有
MCMC动力学系统依 3种类型进行了具体分析，并为 SGHMC动力学系统开发了
两个 ParVI形式的模拟方法。实验展示了在 ParVI领域中使用比 LD更多的MCMC
动力学系统所带来的更快收敛速度，以及使用 ParVI方法进行模拟为MCMC方法
所带来的粒子高效性。

所提 MCMC动力学系统的理论框架可启发对更多 MCMC方法的进一步分析
和改进，例如将哈密顿流解释为测地流 [211] 从而利用“测地流 +（纤维）梯度流”
的结构进一步分析 MCMC方法的收敛性，为更多 MCMC方法开发对应的 ParVI
方法，以及在各个纤维空间中考虑对梯度流进行加速 [123-124]和方差缩减 [156]。此外，

一些其他领域中的问题和方法也具有纤维丛的结构，例如强化学习中所关心的策
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略（policy）[23]p∗(a|s) ∈ { p(·|s) ∈P(A ) | s ∈ S }，以及深度神经网络 [212]等。所

提理论框架可为分析这类问题提供新的思路，并有望将MCMC的理论和方法用于
解决这类问题上。
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第 7章 总结与展望

7.1 本文总结

针对当下环境对贝叶斯推理任务所带来的多方面的高效性需求，本文通过利

用隐变量和分布的流形结构，建立了理解各类贝叶斯推理方法的表现和联系的理

论框架，启发和实现了新的高效方法，从而提高了各类贝叶斯推理方法处理流形

隐变量的效率、近似灵活性、粒子高效性以及时间或算力高效性。具体贡献如下：

第 3章提出了两个随机梯度测地线MCMC方法，从而使流形隐变量面对大规
模数据时可快速而准确地进行推理。通过利用流形的嵌入空间，所提MCMC方法
可处理隐变量处于没有全局坐标系的流形上这一难以解决的情况，例如超球面隐

变量。两方法都可使用随机梯度进行模拟，从而具有可扩展性这一对数据规模不

敏感的高效处理能力，而它们的正确性则使得它们可以给出渐进准确的估计。在

球面混合模型上的实验结果表明，所提两方法可取得比已有方法都快且准的结果。

第 4章提出了黎曼-斯坦因变分梯度下降方法，为处理流形隐变量的推理任务
带来了具有粒子高效性和近似灵活性的方法，并提高了基于粒子的变分推理方法

（particle-based variational inference, ParVI）的迭代效率。所提方法为解决一般流形
与欧氏空间截然不同的性质，使用了新的技术。它在嵌入空间中的形式使得它可

用于没有全局坐标系的流形上的隐变量，而它使用信息几何方法的能力可使它在

处理欧氏空间上的推理任务时可更准确地利用模型的信息。

第 5章提出了 ParVI方法所作假设的理论分析，并基于此分析提出了两个新
ParVI方法，以及可提高所有 ParVI方法迭代效率及粒子高效性的加速框架和带宽
选择方法。所作理论分析发现 ParVI方法都需要做一个平滑性假设，并由此发现
了各 ParVI方法之间的等价性以及开发新 ParVI方法的原则和思路，进而由两个新
ParVI方法的提出展示了此发现的理论意义。而此理论的实际意义则由加速框架和
带宽选择方法体现。加速方法可增强所有 ParVI方法利用梯度信息的能力，从而
提高了它们的迭代效率与算力高效性。所提带宽选择方法基于使用核函数的目标，

使得 ParVI方法可以得到更有代表性的样本。
第 6 章提出了 MCMC 动力学系统作为沃瑟斯坦空间上的流的理论框架，使

MCMC方法的行为和性质的机理变得清晰，同时也将 MCMC方法与 ParVI方法
建立了联系。通过利用此理论所发现的联系，ParVI方法可以使用更高效的动力学
系统，而MCMC方法则可以拥有更具粒子高效性的实现方法。
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7.2 未来工作展望

本文利用流形结构，建立了一些关于贝叶斯推理方法的理论，并实现了一些

提高其高效性的方法，但在利用流形结构和解决贝叶斯推理任务两方面都还存在

很多有待解决的问题和值得探索的方向。

（1）利用流形结构进行建模。流形可以给出一个思考和解决问题的本质视角，
从而可以反映数据或模型的一些根本特征。例如针对图像数据的旋转不变性，已

有一些模型 [213-215] 利用球面结构或李群（Lie group）结构 [216] 进行建模，而在图

（graph）的高效表示任务和图的嵌入任务中也有一些方法 [217-219]利用了图的拓扑结

构。但在贝叶斯模型领域，类似的工作则少得多。利用数据的流形结构可进一步

增强贝叶斯模型的建模能力和实用价值，而本文工作可为这类模型提供多种高效

推理方法以完成训练，因而这是一个可行且值得探索的研究方向。

另外，在考虑模型的流形结构方面，近来也有工作从黎曼流形的角度理解神

经网络 [220] 并通过流形的纤维丛结构解决了其灾难性遗忘（catastrophic forgetting）
问题 [212]。本文也注意到强化学习模型中的策略（policy）也具有纤维丛结构 [23]。利

用模型的流形结构分析和设计模型也将是一个十分有意义的研究方向。

（2）提高在复杂环境中利用流形结构的能力。流形结构虽可提供指导推理的关
键信息，但对于复杂模型和结构化数据来说，对应的流形结构可能很复杂，使得

一方面获取流形结构的信息变得困难，另一方面在学习过程中利用流形结构变得

吃力。例如对于贝叶斯神经网络来说，其费舍尔信息矩阵很难求得闭形式，并且

由于参数维度很高，使得利用此矩阵进行计算也会带来很大开销。近来有一些工

作 [49-50,157]着力解决这些问题，但对于一般的复杂贝叶斯模型的更有原则性的方法

仍有待探索。再如对于具有图（graph）结构的数据，已有工作 [219]利用了树状结构

数据与双曲空间结构的相似性，但对于一般的图结构，其对应的流形由于缺乏便

于实现的测地线、距离等结构而难以在实际中应用。加强实际任务中利用流形结

构的能力可进一步发挥流形结构的优势，从而从更本质的角度解决这些学习问题。

（3）特定场景需求下的贝叶斯推理方法。高维空间总是难以处理的情况。现有
的推理方法在处理高维隐变量时都会出现性能下降的表现，特别是基于粒子的方

法会表现出粒子聚集这一退化现象 [169]。如何在高维情形下更加经济地利用粒子是

这类方法要解决的难题。另外，一些特殊任务也为推理方法带来了新的要求，例

如使用离散隐变量的模型需要高效处理离散变量，以及在线学习（online learning）
需要推理方法可充分利用每一时刻到来的数据并给出快速而可靠的更新。解决这

些需求可进一步提高贝叶斯方法的实用性，从而将它的优势在更多机器学习任务

上得到发挥。
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